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О сложности полиномиального отделения подмножеств в конечных 
множествах

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Ր. Варшамовым 2/111 1989)

Формированию наших основных идей способствовала большая 
серия исследований советских и зарубежных математиков по слож
ностям реализаций функций £-значной логики (’) и аналогичным воп
росам дискретной математики, часть которой представлена в работах 
(**). Работа продолжает развивать положения исслетований (8~п) и 
опирается на их результаты.

Рассматриваются непустые конечные множества точек //-мерно
го евклидова пространства R' и задачи, связанные с оценками слож
ностей отделения подмножеств в заданном множестве ДС/?" значе
ниями определенных в А вещественнозначных функций из некоторо-

го класса {Л՝(х։...... х
1. Рассмотрим системы неравенств

А(х)^0, при х£Д0

А(х)<0, при х£А\А0;

Г(х)*гО, при х£Д0 

при х£Д\Д0;

У(х)>0, при х£Л0 
Л* «

А'(х)<(), при х£Д\Д0;

2)

4)

б)

( ^(х)>0, 
1 Г(х)€0,

I /Дл)<0.
1 А(х)Э=0.

ք(^)<0,

Л(х)>0,

при 

при

при 

при

при

при

•г
х£А\Д0;

х£4п

-*€Д\л0;

х£Л0

х^Дх.Д0.

Подмножество Д0<^Д называется {/^-отделимым в Д, если в 
классе {/Д разрешима хотя бы одна из систем I)—4). Оно называет 
ся строго {/^-отделимым в А, если в классе {Л} разрешима хотя бы 
одна из систем 5) или 6). Класс {А} называется полным (по отделе
нию) относительно Д. если для всякого {/Д-отзелимого подмножест
ва Д0=Д в классе {Р} разрешима система 5). {А'} называется полным, 
если он полон относительно любого множества А"/?'1. Полный отно
сительно А класс {/Д называется абсолютно полным относительно Д, 
если всякое подмн >жество Ай'2А {/Д-отделимо в А. Для полного 
класса {ք Д множество А называется вполне ({/•},/?)-отделимым, если 
в'якое р-элементное и имножес г во А0._1А {/'/-отделимо и Д. Два 
полных относительно А класса {/Д и {/У} называются эквивалентными 
относительно А, если всякое {/ Д-от тели мое в А подмножество также 
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{Н’-отделимо в /1, и наоборот. Скажем, что {/^-отделимое в А под

множество имеет тип (/), {1,6}, если его отделение в А можно
реализовать системой типа /). Мы здесь повторили определения из 
работ (п-։։).

Определение. Полного класса {Е} назовем абсолютно пол
ным, если он абсолютно полон относительно любого множества 
/1ГРЛ.

2. В дальнейшем Р(х) обозначает некоторый многочлен, а {Р(х)}~ 
некоторый конечный или бесконечный класс многочленов.

| Лемма 1. Для любой функции Е(х), определенной в мно

жестве ДтР”, существует многочлен Р(х) степени не выше |Д|—I, 
удовлетворяющий при х£А условию Р(х) ■ Е(х)^>0, если Е(х ֊0, и

Р(х)=О, если Р(х)=0.
| Пусть /(Р(х)) обозначает степень Р(х) и /({Р(л)}) = тах/(Р(х)).
■ р(х)е ։₽(»> ।

В случае несуществования максимума считается, что /({Р(х)})=ос.
Теорема 1. 1) Для любых множества АпРп а класса {Р} 

существует эквивалентный последнему относительно .4 класс 

{Р(х)}, удовлетворяющий условию /({Р(х)})^|4| — 1; 2) класс {Р(х}} - 
_ [Р(х)//(Р(х)«^/—1)}, /^1, абсолютно полон относительно любого 
1-элементного множества А~Рп; 3) класс всех многочленов Р(х) 
является абсолютно полным.

Отметим, что утверждение пункта 1) верно для более стро- 
г того понимания эквивалентности классов относительно множества, 

чем ее понимание для полных классов, а именно—для эквивалентнос
ти классов по любой совокупности типов отделения подмножеств.

1՛ Конструктивное доказательство леммы 1 можно проводить по 
известным методам Лагранжа. Это позволяет сформулировать сле
дующее утверждение

■ Теорема 2. Пусть преобразование и(х) = (Ру(х), Рт(х)) 
отображает множество Д ~РП на множество ... х5,„,

|.А| = |/У|, где |5,|=2 при 1^]Гт. Тогда для любой функции Е(х), 

опреде ։енной в Я, существует многочлен Р(х), степени не выше 
\(Ру(х))А- ... + /(Р,и(х)) и такой, что Р(х)=Е(х) при х£А.

I Обозначим /(.4)=т1п/({Р(х)}), где минимум ищется по всех; аб

солютно полным относительно множества А12_Рп классам {Р(-<)}. и 

ЦА, р) - гп1п/({Р(х)}), 0 /><-|.4|/2, где минимум ищется по всем клас

сам {Р(х)}. доставляющим полную ({Р(х)},р)-отделимость множеству 
А. Величину 1(А) можно определить по принципу. Шеннона, а имен- 

, но: пусть /(Д, До) = т1п£(Р(х)), где минимум ищется по всем много-
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Членам Р{х), отделяющим подмножества ДосзА в Д и 1(А)=тах/(А,Д0). 
а^а

Пуст {А0}сг2л и 1(А, {Д0}) = шах/(Д, До),
А.61А,!

Лемма 2. Пусть преобразование и(х)=\аух+Ь^ .... атх +Ь„.) 
отображает множество АС1Рп на множество В~к՞' и {Д0}сг.2л 
есть множество всех полных прообразов подмножеств из 2Н. Тогда՝.

~л(О
1) если Дое{А,} и А,—50. т° /(Д« А0)^ЦВ, 5п);
2) 1(А,{А0}}^1(В).

Теорема 3. Если прообразование и(х) — (а1х !֊/։,, . а„х-|-/>п) 
«?*)

невырожденное и А—В, то /(Д)=/(/?).
Из определений и теоремы 1 следуют неравенства /(Д,/>)*^ 

</(Д । |Л|— 1. 
п

Теорема 4. Если А~5ХК ... ,\Зп, пю /(А)^^ |5(|—/г. 
/-1

Пусть зафиксированы Аос=Ас/?\ целое «С{1> п} и ф) ==

= (с։, ..., С/_|, С/+ь .... ся)£/?п՜’. Через $(ф), А, До) обозначим общее 
число переходов из множества До в Д\Д0 и наоборот, при изменении

х, от —ос до Ч ос в переменной точке х=(сг ..„ с,_ь х4, с/+։, сп). 

Пусть также Д(с(г))={х^А/х։=с։...... х,_1=с,_|. л/+։=(?г+|, хп=с„) }

и $(/, А, До) = тах х(с(/), Д, До).
~и> 

«г 
Теорема 5. 1) Пусть Р(х) строго отделяет Ао в А. Тогда

степень Р(х) по переменной х, не меньше А, Ае); 2) 

тах{тах|Д(с(ф|} —՛ ••
1 Тго

3. Пусть В(Р{х)) обозначает множество всех одночленов 
х'1'» • ... ■ х^п\ т1. ...,т„^0, каждый из которых с ненулевым коэф

фициентом входит в стандартном представлении Р(х) Пусть также 

В0(Р(х))^= >(/\...... г*КП, п}/'Ат}........ т^.¥, х{"« • ... • *5*0}

(считается, что 0 50(Р(х)), если 1(в(Р(х))), £?({/->(х)}) (.} В(Р(х))
р(л)е.р<Т):

и В0((Р(х)})=и ^0(/-’(х)). Далее, аналогично определениям /(Д) и 
я(.г)е(р и»-

/(А,р) определим величины А|г=п|1п(5({Р(х)})|, /?и(Д)_ггнг.|/<0<{/->(х)})| 

и Я( 4, р)=т|п|в({Г(х)})|, В,,(А. />)=т1п|Я0({Р(х)})|. 
*

Из определений следуют неравенства |Яп({Р(х)})|% 
|адР(х)})|.<2'\ Я0(А,р)^Я0(Д)^/>(А) и Вп(А, р)^В(А, 4^)-
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ЦА)+п
п

I “Рассмотрим класс JA} - ’V z/r/(x) b 
I Гл

- линейное замыкание

множества функций {/։(х), . ../дд-), |}. Из 
нне: по (множество ДотД {А}-отделимо в 
когда в классе {Л} разрешима система

(’ п) известно утвержде- 
А тогда и только тогда,

Т е о р с м а

Л 
й(Л)®5П|А-,|. 

I I

6. 1) Я(Л)<

Нижеследующие леммы 3 и 4 доказываются при помощи этого 
утве| ждеиия.

Пусть Sz = 's/ ։, ..., տ( |տ;|}, ^{М}, где «а< ... <Ղ|տյ’ и Л(3)= 

= {(ձ՝։յ|............................ ••• 5л/Л r ...+Ул^о(то(1 2)}. где з£{0, 1}.

Лемма 3. Пусть |S,|=0 (mod 2) при i—\77i и P(x) строго 

отделяет Д0(э) в S։X ... Х5Я. Тогда {\, п}$В^Р{х)).
Теорема 7. Пусть S։X ... Х5„^Д, где |Տ,խՕ(րոօմ2) при i = 

= {!,//}, и класс {P(.t)} абсолютно полон относительно Д. Тогда՝. 

1) {1~К^{Р(ж)}); 2)ЦА)>п.

Через {Р*(.г)} обозначим класс всех многочленов, степень кото
рых по каждой переменной не выше первой.

Пусть Де(4։, ...»4>)={(х1, .... 1, 1}Я/Х/, • ... • х(й>0},

Лемма 4. Если Р*{х}£{Р*{х)} строго отделяет До(4։, ...»/*)

в {-I, 1}я, то {«։...... 4ц}£Вй(Р*(х)). ___
Теорема 8. Пусть |5,(«2 при х=1, п. Тогда: I) Класс 

{Р*(л)} абсолютно полон относительно любого множества А т 
с=5։Х ... Х$л; 2) для любого /£{0, //} существует подмножество 
До_^.՝^։ ■ ... /■ -Х| с условием ... Х^п» -^о)

Теорема 9. 1) Пусть класс {Р(х)}с{Р*(,х)} абсолютно по- 

лон относительно {—Тогда: а) ^0({Р(х) } )= 2 |п : 

6) Я({Р(х)})^ • ... • х^'дт^. 1}. / —Т7л}. 2) #({-!. и") = 2"-

5. Верхние опенки числя {Т !-отделимых подмножеств, установ
ленное с участием сложностей, подобных рассмотренным выше, мо
гут быть использованы для гстановзения ни*ии.\ оценок этих же 

величин т^, пусть 5(/(г).Л) •'՝ть имело различных значений функ- 
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цни /(*) R множестве Лс_/?л. Тогда из соответствующей верхней 
оценки работы (1։) следует утверждение.

Лемма 5. Пусть .и но чсество А _.?л вполне

отделимо и s(ft(x),A)^s> t=\,q. Тогда q^ log . ( 1 ). 
(i֊i )\p /

Из результатов работ (1I-U) и леммы 5 следуют утверждения.
Теорема 10. 1) Hfl'' ՝ I min[p, 2л-'| + 1 ]’' 1 > 2)

(•Пл\
)4-1, где Еп — |0, 11я.

Р /

Теорема И. 1) Пусть множество ( —\\п вполне ({Р(х)}, р)-

отделимо, где 'Р(х)}<={Р*(х)}. Тогда |£0({Р(х)})\{ 0}|^ logfl+։

2) В({—1, 1 }л, р) > logp+։
К.-։. ։ п. />) ՝/п\ . , /2п\S ( ) (л )•

/ — I \< / \р /
[ <7 ~ )

Замечание. 1) Пусть класс ’V а1/1(х)--Ь\ абсолютно по

лон относительно множества АстРп. Тогда из верхней оценки 
полного числа линейно-отделимых подмножеств, следуемой из 
результата Уайндера а других (см. в следует неравенство
д ՝|Д| • 1о^|А|2; 2) из указанной оценки следуют также неравенства 
В(Д)^|Л| . 1ой|Д|2-Ь1 и 1 ,П|^И| • |о^|Л|2+1, где 

\ п /
6. Пусть задана последовательность {Д„} множеств А„~Рп, п= 

= 1, 2,... Пусть также У(п, 1(п)) есть число подмножеств ДО^ДП с 
условием 1(Лп, До) > /(//) = I, а А'(«./’(«). /)--число подмножеств 
указанного типа, имеющие мощность р — р(п) —Д Скажем, что 

почти дли всех подмножеств Дос;Дя выполняется неравенство
1(Ап, До)>/, если Нт ^- = 1. Скажем, что почти для всех под- 

л_»х 2Ил1
множеств А{1 Ап мощности р выполняется неравенство /(Яг.. Д9)^>/, 

если Пш
п -•

М'с р, D

Теорема 12. Пусть |ДЛ|—-оо и |Д,| (С(л/) -1)—, —оо при п- ос. 
Тогда почти для всех подмножеств Д0=Лл имеет место /(Я/1։До)^>Л 

где I определяется соотношением Ил|.

Теорема 13. Пусть Дя-.= 5|я>.՛ ... Х5*1Я), где |5<л)| —2 при

/--1, и, и пусть для функции 0(г/)<^2л имеем Ь(п)- при п по. 
Тогда почти для всех подмножеств До АП имеет место 1(А,.,А0)^>

а / п п • 2"
I 2|п2л-б(/о •
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Теорема 14. Пусть ... х5«я% где |5<л'|=2 при /=Г7
Тогда почти для всех подмножеств ДО^ЛП мощности р выполня
ется неравенство 1(Ап, Ло) _>/, где I удовлетворяет соотношению

I 
Различные оценки величины V 

Г֊ I
(’Ь-8О)) приводят к различным определениям 1—1(п) из теоремы 14.

Например, оценка Муна (см. (1Ь)) ^<2'ехр^ - _ [

и простейшая оценка V н‘ ^' — соответгтвенно приводят к 

/л\ է п-՝■ •Ա ) ПР” условии / —— (с.м.

определяющим соотн мнениям

п

п • 2п — (2"

и

и
/-1О£„[(/ ’)!]=|оа

1о£2(/Н 1)
Л

1о£г(/7 1)֊С(л)

где б(л) допустимая для рассматриваемого соотношения функци । и 
9(л) ->ос при п ֊►ос.

Вычислительным центр Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государстпенного университета

Р. Ь. ►11ՐՈՍ5ԱՆ

Վերջ աւ| и г բազմություններում ենթաբ աղությունների 
անջատման բարդության մասին

բազման դա մւսյ |ւն

Դիտարկվում են !1 ֊չափանի Հ7./ա^ տարածության վե րջւա/ո ր բազ
մություններ և ]1 ֊ ւիուիոի/ություններից կա խված իրական ֆունկցիաներ։

,Հ բազմության / ց ենթաբազմությունը կոչվում է {/ ՚ ^անյատ/. լի ^\֊ոլ։!է 
եթե գոյություն ունի {/] դասին պատկանող ֆունկցիա, որն իր նշաններով 
տարբերում Էձ^ևձՀ'' օ բազմությունները։ Աշխատանքում ԱՈԱԱ Լ արվում, 
որ A֊ի ենթաբազմությունների անջատ մ ան տեսակետից կամայական յ } զ,,,1է 
համ արմ եք է բազմանգամների որոշակի դասի, իսկ բոլոր բ ա զն աՆ զ ա է Ն ե ր ի 
դասը նույն տեսակետից բացարձակ լրիվ է։ Վերջինը նշանակում Լ , որ կա
մայական /\ բազմության կամայական են թա բ ա ղմ ութ յուն բ ա ղմ ան դա ն ա յին ֊ 
ս/նջա տեյի է /1 ֊ում։

Մտցվում Լ ենթսւբաղմոէթյուննե(րի րադմանղււ։մյին անջատման բար֊ 
զո։թ յան երեբ բնութագրիչներ և տրվում ղրանց գնահատականներ, Բերված 
զն ա է ա տ ա/ք ւսնն ե ր ի ց (ո ւ ր ։ս բ ս/նշլուրր կում ճյդրիտ Լէ կամ հասանելի։ կաւ) Էլ 
կրում Լ ասիմսլտոտիկական բնույթ" ձևակերպված <• .'ւսմաըյա ըոքոր ենթտ- 
բաւլմ ւււթ յունների համար9 տերմ իններուէւ

*9
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