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Л. 3. Геворкян

Разложение по собственным функционалам несамосопряженного 
оператора. Иллюстративный пример

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. Б Перстяном 14/111 19К9)

Пусть А оператор скалярного типа с простым спектром в ко­
нечномерном гильбертовом пространстве Н. Как хорошо известно 
((՝). с. 97). это эквивалентно тому, что существует базис пространст­
ва Н, состоящий из собственных векторов оператора А. причем каж­
дое собственное значение простое. Обозначим этот базис через {£,}, 
где / принадлежит спектру оператора А. Пусть {е*} биортогональная 
к {еА} система, т. е. (е,, е‘) = с>,.м где оХи,—символ Кронекера. Извест­
но также, что система {<*} является совокупностью собственных век­
торов оператора А*, причем соответствующее собственное значение 
равно и. \ .. ... г4»д»

Введем функцию х(р) = (х, <*). При этом элементу Ах соответ­
ствует функция (Ах, е\У = (х, А*с‘) = ;Цх, е’) — рх(р), т. е. при пре­
образовании х—х(и) оператор А переходит в оператор умножения 
на независимую переменную. Принято считать, что это утверждение 
является содержанием спектральной теоремы ((’), с. 11). Однако оно 
решает лишь первую половину проблемы, которая называется зада­
чей спектрального анализа. Вторая половина, а именно, задача спек­
трального синтеза, решается восстановлением элемента х по формуле

х= V (х, е*)е>.= У х(л)ех

(С). С. 167).
Этот результат, с соответствующими поправками, переносится на 

класс самосопряженных и, в меньшей степени, класс нормальных опе­
раторов, действующих в бесконечномерном пространстве. При этом, в 
общем случае, собственные векторы заменяются на собственные функ­
ционалы, а суммы—на интегралы.

Наша ближайшая цель—распространить указанную конструкцию 
на некоторый другой класс операторов. Пусть Я, оператор, действую­
щий в пространстве /-’(О, 1) по формуле

X
- Х/(х)Ч֊а у О(Х-Г(1)

О
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где б функция из Л։(0, I), а —произвол ьниг комплексное число (мно­
житель а выделен из соображений удобства) Как хорошо известно 
((л). с. 336). собственный функционал оператора 6*. отвечающий 
собственному значению определяется условием

?х( Я,/)=>•?>.(/)• (2)
Предположим, что функционал «р, задается как свертка с некоторым 
ядром

х
?х(/)= уК(А֊л)/(х)^х. (3)

О
Из условия (2), учитывая (I) и (3) и поменяв порядок интегрирова­
ния, получим, что Л' удовлетворяет интегральному уравнению

х (У
а К(1—х)О(х 1).1х- (/.— /)К(Х — /), которое заменой переменной

I 
сводится к

(4)
6

Применяя преобразование Лапласа к (4) и решая полученное диффе­
ренциальное уравнение, будем иметь

— *\йир
(5)э

где К и (3 являются преобразованиями Лапласа К и б соответствен­
но. Отсюда ядро К можно найти обратным преобразованием . 1апласа.

Будем искать теперь собственный функционал оператора В,. 
отвечающий собственному значению X в виде

(6)

А

Поступая, как и выше, получим интегральное уравнение
/

а У 5(х->У 0(1-֊х)(/х ^ (/.֊п З'(е-»), (7)

решение которого (в терминах преобразовании Лапласа) имеет вид
а а | (Я)

Выбирая константы, входящие в (5) и (8) неявным образом, как сл
ОК

дует, получим К5 =1 или
Ж

К(х—/).$(*—X) г/Г —ЦЛ֊а),
А

(9)

1о



которое сеть условие биортогональности в случае непрерывного спект­
ра. Равенство (9) означает также, чгл К' и 5 являются ядрами взаим­
но-обратных интегральных преобразований. м

Приведенные рассуждения, конечно, носят эвристический .харак­
тер и нуждаются в обосновании. Мы не будем делать этого в общем 
случае, заметим лишь, что полное исследование простейшего операто­
ра (с 0(х)=1) проводится далее.

Приведем несколько примеров, где ядро К (и .9) удается и анти р 
явном виде.

1. Пусть (7(л)=1. Тогда К = р~\ откуда К = х՝ ։/Г(л). Обратный 
оператор задается ядром а).

2. Пусть 6(х)=созох, тогда в откуда К• {рг±а‘)՜’^.
Обратное преобразование дает

а—1

К (л՜) “ гГТГЛЙ՜') * 71 1
Г(з/2)\2(7/ —

где Л.(-) функция Бесселя первого рода. В частном случае а=1 об­
ратный оператор имеет вид

X
($/)(*) = Г +/'(/). 

.1 х-Г 
о

3. Пусть С(х)=нхД-&, тогда С(р) = — 
Р*

~ лаК=р֊^е~

Ь
Ч----- , откуда

Р

Для этой функции оригиналом при аа<7) является

= Л»-1(2Уаол),

а при зо>0 К(х)-^— )~/։д_։(2/аах), 

где Лл(’) функция Бесселя чисто мнимого аргумента.
Приведенные примеры показывают, что соответствующее инте­

гральные преобразование существенным образом зависит от а. 
.Г • •

Вернемся теперь к простейшему случаю (.4։/)(х)=х/(х)-|-а
о

Этому семейству операторов посвящено довольно большое число ра­
бот. Так, например, Л. А. Сахнович доказал, что операторы Д։ и А 
подобны (*), впоследствии Калиш доказал, что операторы А. и 
подобны в любом пространстве 7.''(О, I) (’). В работе автора (®) пос­
троена модель для оператора Аа.

Обозначим через О0 пространство всех бесконечно дифференци­
руемых функций, для которых конечна величина
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SUP I /'*401 II 
»t jo. 11

Hit»/’**(/)-l), k$r. 
f-4 0

Если выполнено услов 1е Фп/‘*>(0 -О, го соответствующее простран­

ство обозначим через О, Нетрудно установить, что О0 инвариант ни 
относительно 4։ и й. —относительно Л’. 1

Определим функционал над 1)0 по формуле

где интеграл понимается в смысле регуляризованного значения, г е 
при -л<Кез^—л 4 1, r/£N

Г

т(/>- (Ю)

Посчитан получим /?(/). т. с. & является собственным функ­
ционалом оператора /Г. Определим теперь функционал ■> над О։ по 
формуле

I
If

?(#) --------=— I (x — i )~a-'g(x)dx. т. e. при n—IscRe^O
П-«) J

A

I

*(£) = ֊—■■ 
Г(л —

{X - /.)-* + л '^(л»(х)г/х. (Il)

Прямые вычисления показывают, что ->(A’g) i'Ag) Отмстим, что 
функционалы ® и Ф порождаются одной и той же обобщенной функ­
цией (х -Х^/Г({1 +■ 1)

Формул* (10) определяя оператор др юного ин егрип >ван ։ 7—
Римана—Лиувилля порядка а над £>0, а ф >рмула (II) -оператор А'՜’ 
над /?։ Нетрудно установить, что 7“ является автоморфизмом прос­
транства О0, а Ка — пространства /?։. Эго обстоятельство позволяет 
определить операторы У1 и А*’ над всем про трзнством /։(0. 1). 
Как эго делается в теории интегральных преобразован ՛и обоб­
щенных функций ((՛), с. 93 и (8), с. 130), ./уесть элемент прос­
транства Г\. равный (У7)(£) = /(А'’£) При этом интегральное преоб­
разование /’ переводит итератор Л« в оператор умножен»։ । на неза­
висимую переменную, а функция / восстанавливается г.о 7’՛ по фор­
муле /»У-вУ7. Тем самым задачи спектрального анализа и синтеза 
полностью рени ны.

Отметим, что спектральный оператор скалярного типа в гиль­
бертовом пространстве подобен нормальному ((’), с. 40). Недавно В. 
Ф. Веселов (։о) показал, что Да при любом ։ с Кез. 0 не подобен 
Самосопряженному. Сейчас мы покажем, что оператор А. в<»ооще 



говоря, не подобен гипонормальному. Это следует из того факта, 
что оператор Д_։ обладает континуальным семейством собственных 
функций н(х ֊/)։ ?€[0, 1|. где в—единичная ступенька Хевисайда, 
Так как при подобии точечный спектр сохраняется ((*’), с. 47), а соб­
ственные векторы гипонормального оператора, отвечающие различ­
ным собственным значениям, ортогональны ((”), с. 302), предположе­
ние о подобии противоречило бы сепарабельности пространства 
А։(0, 1).

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

1. Д. ԴԵՎՈ|'ԴՅԱՆ
Վերլուծություն թստ ոչ-ինքնահամալուծ օպերատորի ււ1>փական ֆունկցիոնալների: Լուսաթանորլ օրինակ

Հիլբերտյան Ւ1 տարածոլթյան որոշակի ղասի օպերատորների ,ամար 
ցույց է տրվել, որ ինտեգրալ օպերատորր, որի կորիգր A* օպերատորի սե­
փական ֆունկցիոնալն է, A օպերատորը բերում է անկախ փոփոխականով 
բազմապատկման օպերատորի, իսկ Խ1 -/» ցանկացած տարր իր ին տ ե գ րա լա յի՚ս 
տեղափոխութ յան միջոցով արտահայտվում կ մեկ այլ ին տ ե գբ ա յա յին օպե­
րատորով, որի կորիգր A-ի սեփական ֆունկցիոնալն էւ
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