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МАТЕМАТИКА

А 3. Стен ным

Асимптотическое разложение собственных значений и собственных 
функции одной задачи для обыкновенного дифференциального 

уравнения четвертого порядка с быстроосциллирующими 
коэффициентами

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР А. Б Перспсяном 6/111 1989)

В настоящей работе использован подход, предложенный в статье 
(’). Рассматривается следующая задача на собственные значения:

Н.(е)>

*€(0, I). (1)

«,(0) = սՀ 1) = —- (0) ~ — (1)=0, 
(IX (1х

(2)

где функции я(Н), £>(;), с(:), р(0 предполагаются гладкими и перио­
дическими с периодом 1,> ս0—շօււտէ^>0.

>ք^ = ԸՕՈՏէ>0.

Предполагается также, что спектр рассматриваемого оператора 
простой. Тогда, если обозначим £-е сооственнос значение через

Х*(е), то 0>-1(е)>а(е)> • . • • • ••
Известно» что при наложенных условиях оператор -4։» дсйст 

вующий в пространстве £։(0, 1) и ставящий в соотвег твие 1՝ 
/ решение и, задачи

«<(0)- «,(!)■=֊ —- (0}==^֊(1) = 0
' ах ал

(Д = £-։), является самосопряженным, положительным, компактным 

оператором.
Будем искать асимптотическое разложение собственного значе­

ния / *( е) и соответствующей ему собственной функции зад։чи

(I), (2) в визе
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>.(">(е)=<о+«1+и.

„ 4 / । (1л19А х) \ц<”'(х)=у е'| V Л'(/.з>(£)21_1±1П В = е ։х
/—О ՝ з —о &х /

(3)

(4)

(индекс й здесь и далее, для простоты, будем опускать).
Предполагается, что Л/^0 —целое число. ЛЛ'л,(;) и г,(х) —подле­

жащие определению функции, о—подлежащие определению числа. В 
дальнейшем будем считать, что функции Vм’ определены для всех 
целых значений индексов 7, х, причем М'0=0, если /<Ч), или $<0 
или «<з\ Там. где пределы суммирования не будут указаны, будем 
предполагать, что суммирование проводится по вс м таким индексам 
7, а՜, при которых функция не равна нулю тождественно.

Подставим выражения (3), (4) в уравнение (1). Получим

<7;
б/| \ч/+2л-а> (/д/и-мз-з»

3-1)

а? (К
</.У«Н 13֊ Ч

(I

(Гт е V ЛГ«'+<,>(£)— 
। 4х*

(5)

(//V ։ ’>

4 еддм) +

(Iгде А’(х) есть сумма слагаемых вида г'-э(Е)----
с!х1

/ О. /<Л4-,֊8, ф(5)

ограничена.
Потребуем, чтобы коэффициенты ЛНи} были постоянными, рав­

ными Это дает уравнения для определения функций Л/<м>, при­
чем постоянные Л(и) выбираются так, чтобы полученные уравнения 
имели решения. Тогда, в частности, получим

Л<'-*>=0, 7«0, 1,2, 3, $</;
(6)

I
Л(М) = <а-!>-1։ л<’’2)-<Л>, Л’»-°)-<с>4^<Р>; </>= /(х)<7х.

о
Определив таким образом все функции ЛМи\ из (5) получим

Л,и11(>(х)4֊/.<'’)(£)^—^«( И)(х)= ££‘^’л<'+4.0 ^!^-|-е и+։Л։(х)= (7)

И /1-М - /У’7> \= V е՛ ( V й« н.л)^Е« )+е*+‘Г։(х),
։ \.։-и (I х* /

где функция Л- имеет вид функции Р\,

1 при 5֊0, 
0 при 5^0

где ?4 =
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(из выражений для А*1-՛1 выводятся члены, содержащие числа /()
Дли того, чтобы равнялась нулю сумма в правой части (7), 

функция V, ищется в виде суммы

г.(х)-г0(х)-|-«^(х)4- ... 4֊։ии.м(х).
Подставив это выражение для ®. в (7). получим

/-.«*м>(х) 4֊ \?м)(х)= V ։'/\՝ V՛ /,0-л-н.п +
\ ։ / 72о \Го Го ах՝

где Л’’ также имеет вид Е‘.
Определим теперь г,.(х). р--0, .. .» М как функции, удовлетво­

ряющие равенствам
/ / - р 11 —
У V « г
р«о ՝ <о с1 X

I

р^м
/=о..... .и (8)

и краевым условиям

V у* (0) -■г>?.(()) =0.
р^9 Го ах՝

1 •- р н՝т И ։у у М'֊дО(0) 5 -о
Го Го с/х՛

' г ха^
Г«т\ & / ах՝

< +л,(^-.>(0Л!^ . о
ГоТ\ с/; ) ах՝

(9)

/ = 0........И.

Выделив в равенствах (8) и (9) члены, содержащие V/ и и 
используя выражения (6), получим следующие краевые задачи: для 
определения функции

<а-‘>-1 +<»> +<<.>г.+ч<»>г, - 0.
ах* а х9

®о(О)«1'։( I) - ‘У’ = =0;
ах ах

для определения функций V, /« 1....... /И —

/ I “ //'7! *
V у V >7^<р>г>-/։<р>1'о.
р^о л (Iх р^\

(10)

(11)

(12)

„до.--2 ЗЛ" < (О) ;Р-0 1 . иА
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1-1 . </•**’»( t)
Л(1)=— v v л/»֊'՛^) 

w * dxs

dvA^ V/^(,'P4I >)(°) । Л'“ »<֊'Ч0)У^<0) . 
dx T'X di ) dx*

^O) , y(d№'-^40) ^-fl J-n(0)y^(i)
dx /Г'о T'x di / dxs

(13)

Задача (10), (11) является усреднением задачи (1), (2). Предпо­
ложим. что собственные значения X* задачи (10), (11) тоже однократ­
ные. Можно показать, что >.*(։)—/.* при е—’О, Л-1,2....... так что
целесообразно в разложении (3) брать /.0 равной Л-му собственному 
значению /.* задачи (10), (11). Но тогда в разложении (4) надо брать 
г'0 = г(* (г'$—£-я собственная функция усредненной задачи, соответ­
ствующая собственному значению )-*). что непосредственно следует 
из (10). (11).

Из (12) (13) можно теперь по индукции определить псе вели­
чины >, и функции г\, используя третью теорему Фредгольма для 
оператора Я. действующего в пространстве Л2(0, 1) и ставящего в 
соответствие функции / решение и задачи

л€(0, 1),

и(О)=и(1)_^ = ^Ш_о.
dx dx

Таким образом, в (3) и (4) определены все числа X, и функции 
Л’(/,) и V. Основным результатом работы является следующая теоре­
ма.

Теорема. Для собственных значений /Л(е) и соответствую­
щих собственных функций. и*(х) задачи (1), (2) имеют место
оценки

|ММ)(в)֊)*1е)|<с1(Л)е^+\

||«<M\x)-/T*(x)|U։(o,i) <с2(/г)еЛ’+|,

(14)

(15)

гое постоянные c։(fe), с2(4) не зависят от е.
Замечание 1. Из построения видно, что функции vt опреде­

ляются с точностью слагаемого cv0, где с —const, a vQ—собственная 
функция задачи (10), (11), соответствующая собственному значению 
/0. Но эта неоднозначность влияет только на величину константы 
с2(&). Функции v( можно определить однозначно, если потребовать, 
чтобы

(i»z, в0. /*= 1,2, ....
Замечание 2. Для получения результатов настоящей работы 

достаточно потребовать, чтобы были простыми собственные значения 
усредненной задачи (10), (И). Тогда при достаточно малом с будут 
простыми и первые К собственные значения задачи (I), (2) для зара­
нее заданною произвольного числа К.



С другой стороны, собственные значения усредненной задачи бу­
дут простыми, например, в случае

Замечание 3. Легко видеть, чти оценки (14) и (15) получатся 
и тогда, когда в разложениях (3) н (4) верхние пределы сумм взять 
равными М, а не /И-|֊4.
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П\иП1л!Ъш и[1 рл[п1л! I

О, х?(0, 1),

с!х (1х

пртЬц Ъ~р фп£р ил р ли л/лп р Л(с). ^(5), р( £ ) ф [ииЪЬрр

//и/6Ь л/иЬфш![иЛ 

иклЬ^Ь^Л ЗлпЛЬакш #/| ^шлГшп

, ( И) чм>
Л!

I «О ■а с/х՝
£

л[Ъ р[гиЛп1[} ^тЪЪ Ър, ш ]Ъ щ/г и /лЪ, пр

ртЬг^ ГДЛ), >шии1шшиЛЪЬрр ![ил[мл[шЛ
(и илтиЛл^р[л лГпилЬдпл лГр:огрп ШЛ[П рЛ Л^Ь I (*)
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