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МАТЕМАТИКА

Б. Е. Тпросян

Сводимость {Е}-отделимых подмножеств и оценки их чисел в 
конечных множествах

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р Варламовым 28/II 19к9)

В статье развиваются некоторые результаты, представленные в 
работах С՜3). Поэтому, хотя и некоторые из приведенных ниже 
(пункт 1) утверждений легко распространяются на бесконечные мно
жества, мы продолжаем ограничиваться рассмотрением непустых ко
нечных множеств точек п-мерного евклидова пространства R” Кро
ме того, рассматриваются непустые классы (О(х)} {С}, состоящие из 
вещественнозначных функций С(х)=б(хр ..., хп).

1. Рассмотрим системы неравенств

3)

5)

Г(х)<0, при

^(х)^0, при х£.4о
^(х)>0. при л-£Д\Д0;

Л(х)>0, при х£Лй
Г(л)<0, при л£А\Л0:

2) | Л(х)>0, при х£А0
I НхХО, при х£Л\Д0;

4) Л՝(х)<^0, при х£Л0 
/г(х)>0, при х£Л\Л0;

б) |/ЗД<0, при х£Д0
I Л(х)>0, при х(-Д\Д0.

и

Подмножество Дос^Д называется {/^-отделимым в множестве 
АС2кп, если в классе {/7} разрешима хотя бы одна из систем !)-4).

Определение I. Скажем, что {О}~ отд ели мое в С подмно
жество Сос^С имеет тип (/), /£{1,6}, если его отделение в С 
можно реализовать системой типа I

Пусть рассматриваются {Л}-отделим ость подмножеств в мно
жестве ДС/?" и {Л/}-отдслимость подмножеств в множестве

Определенье 2. Скажем, что {/-}-отделимое в Л подмно
жество ЛуСзД и {Неотделимое в В подмножество В0^В одно
типны, если им можно приписать один и тот же тип.

Ниже приводятся два варианта определения эквивалентности 
множеств Я R" и В~.Рт по рассмотрениям соответственно {А}- и 
{А/}-отделений их подмножеств, представляющие определенны! тео
ретико-практический интерес.

Определение 3. Два множества будем считать эквива
лентными по {Л}- и {Н}-отделениям их подмножеств, если су
ществует взаимно-однозначное соответствие между множес швами 
{Г}-отделимых подмножеств по любой совокупности типов в од-
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ном и {Неотделимых подмножеств по этой же совокупности 
типов в другом, ставящее в соответствие однотипные подмно
жества. ' рТ’՜*'", .

Определение 4. Два множества будем считать эквива
лентными по {Л}- и {Н}отделениям подмножеств, если сущест
вует взаимно однозначное соответствие между их элементами, 
ставящее {[-{-отделимое подмножество первого множества в со
ответствие с однотипным {Неотделимым подмножеством второго 
и наоборот.

Рассмотрим преобразование координат, задаваемое в виде

и(х)«(д։(х), ..., пт(х)). Запись А —В означает, что преобразованием 
и(х) множество .4՜/?" отображается на множество Ва#т. Подста- 
новка преобразования и(х) в функцию 0(иР ..и™) предполагает 
образование функции С7(на(х)։ ..«т(хч)=О(п(л)), а 

={0'(«(х))/0(«)(г{6}}. Предполагается, что операция подстановки вы
полняется только тогда, когда это возможно.

Определение с. Скажем, что класс {С} замкнут относи
тельно подстановки преобразования п(х), если

Имеет место утверждение.
й{х) _

Теорема 1. Пусть А—В, а {О(и){ —произвольный класс 
функций. Тогда: 1) множества А и В эквивалентны в смысле опре
деления 3 при {Н}={0} и {/*} {0},7(ф 2) если и(х) реализует взаим
но-однозначное отображение, то А и В эквивалентны в смысле 
определения 4 при {ЛУ}={0} и - - • 3) если {0} -сг'О}, то
число {(/{-отделимых подмножеств в В по любой совокупности 
типов не превосходит числа таких подмножеств в Д; 4) если 

и{х)
й-^В, то множества А и С эквивалентны в смысле определения 

«■<“)
3 при (Р}={0},у1={Н); 5) если В —А, {О^-г {0} и (0^֊, £ (0), 
то Д и В эквивалентны в смысле определения 4 при {Л՝}={^7}=

Отметим, что основной пункт I) теоремы рассматривался (*■’) и 
являлся одним из основных фактов при обосновании универсальнос
ти {/?}-моделей распознавания (5в). Конструктивное доказательство 
теоремы позволяет сделать конкретные выводы и использонать их с 
целью оценки числа {Аг}-отделимых подмножеств и сложностей их 
отделений в конечных множествах. Например, пусть щх{ — невырож- 

и(х) _
денное линейное преобразование, /?'•—/?'’ и {0(х)} — класс всех мно- 

«(*)
гочленов не выше данной степени. Тогда, если А—>В, то Л и В эк
вивалентны в смысле определения 4 при {/■'}={//}={С}.

2. Но аналогии рассмотрений некоторых свойств линейно-отдели- 
мых ((ах4-&}-отделимых) подмножеств множества Ал = {0, 1 }я (см. 
(7՜")) ниже приводятся свойства таких подмножестр в других мно* 
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жествах. Ими ми пользуемся при обосновании пункта 3.
Если функция Л(л) отделяет подмножества А0О/А в А, и В^А, 

то, очевидно, она реализует однотипное отделение подмножества 
Ло \ В В В. Пусть с/'։ ) « {Х^С/Х/, “Оц . . X/

\°1, .... о, /
Утверждение 1. Если подмножество А0=А линейно-отде

лимо в А, то при любых з։, . о, подмножество
Д(/ 1 ) линейно-отделимо в множестве А^1' ՛ ’ " ։' \

\°1« ..а,/ уа։։ ։ >։ 3> у
Пусть для конечного числа вещественных чисел 5/ и т|У выпол

няется равенство
Утверждение 2. Если подмножество Аос^А линейно-отде

лимо в А, то не существуют точки а,(:А() и £;£А\Ав такие, что

Скажем, что подмножество В^-.В А-асуммируемо в В, если для 
- - - * _ * .

любых «ц ..11 ?!»•••» г1*£В\В() равенство V я/= V £у невоз- 
/-1

можно.
Следствие. Линейно-отделимое в А подмножество Ь-асум- 

мируемо в А при любом
Говорят, что множества В и С сравнимы, если одно из них яв

ляется подмножеством другого.
Пусть А=5։Х5։Х ... Х5л, где 5։,..., 5лС/?. Скажем, что под

множество Аос:А ^-сравнимо, если для любых *։,.... 4*Е{1,л}; зр .... 
о*. множества лУ*1'и Ао/՝։’' сравнимы.

\3։» . . ., я*/ ХОр .. 6$/
Скажем, что подмножество А0^А ^-однородно, если оно /п-сравни- 
мо при любом т^к\ л-однородное подмножество АОСА назовем 
вполне-однородным.

Теорема 2. Линейно-отделимое в 5։Х<$2Х ... Х5Л подмно
жество Ь-однородно при любом /^{Ь՜*}-

Теорема 3. Подмножество А0с51х53Х . •. Х5П вполне-од

нородно тогда и только тогда, когда оно п
2

-однородно.

3. Класс функций {Л} называется полным (по отделению) отно
сительно множества Ас/?՞ (*), если всякому {/-^-отделимому в А 
подмножеству можно приписать тип (5). В дальнейшем рассматрива
ются полные классы функции. Множества /^-элементных {Л)-отдели- 
мых в А и {/^-отделимых в А подмножеств обозначаются соответ
ственно через Л1({/-՝}, А, р) и Л1({/г}, А).

Рассмотрим —линейное замыкание мно

жества функций {/։(л:)___ А(х), 1). В (*•’•”) было установлено, что
вектор 2({/7}. Ао>=(^ /։(х)........У Л(л'),Ио1) полностью и однознач-

лМ. .*€Л,
но определяет {/-}-отдели.мость подмножества Ао-_-А в А. Это ут
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верждение является обобщением теоремы, доказанной Чоу для ли- 
нейно-отлелпмых подмножеств множества Еп. Оно показывает, что 
вопрос оценка։ числа {/^-отделимых в Д подмножеств сводится к 
оценке числа возможных векторов £2({/г}, |А0|) при А0СД. Установ
ленные в (։ з։з) верхние опенки последнего числа завышены. Здесь 
опишем подход к дальнейшему усилению этих оценок.

Пусть $,(Д), ость количество различных значений, при-
нимаемых функцией /(*) в множестве А; О,։(А), ..сГ1/(Л) (А)-эти 

значения; г»./(А), г£{1,Зг(А)}, — число то ։ек множества Д, в кото- 
рых функция /Дх) принимает значение с,.,(А). а г, ДА, р) = п11н{р, 
/ 4)}. Тогда число возможных значений суммы V /,(х) по всем

гел.
^-элементным подмножествам Д0=Д равно количеству значений па
раметра С/, при каждом из которых в целых неотрицательных числах 
~г.ь </.՛֊’> •. -г, 5;(Д| разрешима система

' гл • Оз ('4)4- ... • -՝Г։ • с,, (А) = С/

*/.1 Г • • • Г֊Ы/(А) - Р
0^ Г/.,(Д,/?), /= 1, О(Д).

(I)

Поэтому, если т,(А,р) есть любая верхняя оценка указан
ного количества, то будет иметь место неравенство |Л/({О, Д, 

/’)1^Г1 т.(А,р). Из-за равенст а |.М։{Г}, Д, р)\ -|/И({Л}, А, |Д|—/?|) эти 
/«.։

оценки достаточно рассматривать при И1
2

I !апример, ес

ли 5г(Д)=2, / = то справедлива оценка | Щ{Е}> Д. л)| < 

|т)п{т4п{г/.1(Х)| г/д(А;}, р}4-1 ]. (

Оценки числа возможных векторов Ао) по всем р эле-
м. нтным подмножествам А0СГА предполагает совместное рассмотре
ние всех систем (1) при /=|,^, а также возможных соотношений 
относительно параметров с։, ...,ся. Предположим, что известны со
отношения '^(с1......сД'^О, /=!,/. где р/ обозначает одни из знаков
7>» <» =. Тогда число возможных векторов 12 ({Л՜}, Ао) не
будет превышать числа комбинаций (с։, ...,сД доставляющих разре
шение в целых неотрицательных числах 21,1, ..2։^,(Л), . • ■» ^«л» • • •• 

системе

’г.։ • с։,։( А) + ... 4-2гЛ/(Д) • с1։^^(А) - с( 
г/.1-| ... ч֊г<..,|(Д)=/7

0<гг( <Гг.,(А, р), 1=\,в1(А)
?/(с։......... с«)?/0, / =177

(2)
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Поэтому, если т(А, р) есть верхняя оценка отмеченного чис
ла комбинаций (с|։ ..с,), то будем иметь \М({Р}, Д, р)|^ги( Д р). 
Например, если • ... х,, д=п, 2*<р<2*+‘. 0< Л^п-2,
то только учет недопустимости неравенства сл_։<сл в условиях 
разрешимости соответствующей системы (2) приьодит к неравенству 
|Л1({/-}. ^л.р)|^|-(/?4-1)’֊*-։П (241).

6 /-1

Вычислительный центр Академии наук Армянской ССР л 
Ереванского государственного университета

Р. Ь. 1*ՈՐՈՍ5Ա.Ն

{Л}—անզատելի ենթաբազմությունների рեгե।իությունр և ղրանց 
քանակների զնահատումներբ վերջավոր բազմություններում

բազմության ենթաբազմությունը կոչվում է (ք) - անջատ եչի ձ-ոլմ, 
եթե Ao ն &] Ao ենթաբազմությունները 1/արելի Լ տարբերել {ք) ղասի որևէ 
ֆունկցիա յի ղրանց ում ունեցած նշաններով։

Դիցուք A*<^/ և է$*ե համապատասխանաբար Ո և Ա}-չափ անի էվկլիղյան 
տարածությունն երի վե րջավոր բաղմություննեբ են։ Ինչպիսի՛' պայմանների 
դե պքում և ի՞նչպես են կապված A բազմոլթյան ենթաբազմությունների ^}- 
անջատման հարցերը [3 բազմության ենթաբազմությունների {Ւ1}- անջատման 
հարցերի հետ։ ե՞րբ և ի՞նչպես է կարելի ձ-ոլմ դիտ արկվո ղ հարցերը հան
գեցնել ն-/րլւ/ համապատասխան հարցերի դիտարկմ անը։ Աշխատանքում բեր

վում է այս հարցերի պատասխանները որոշակի և բավականաչափ ընղհանուր 
պայմանների դեպքում։ Հաստատված պնդումներն ունեն տեսական և կիրա
ռական որոշակի նշանակություններ։ Դրանք, մասնավորաբար, լայն կիրա
ռություն են գտնում վերջավոր բազմոլթ յան յք)-անջատ ելի ենթաբազմու-

թ յունն երի քանակի գնահատման հարցում։
Հաստատվում են վերջավոր բաղմ ութ յան գծայնորեն-անջատելի ենթա

րա զմութ ւոլնն երի հետ աքրքրոլթ(Ուն ներկայացնող Հատկոլթյոլններւ Նկարա- 
գրրվում են {Ւ} - տնջա տ ելի ենթաբազմությունների քանակի ( 1 " 1 ) աշխա

տանքն երում բերված ո[,ոչ գնահատականների հետագա լավացման հնարա
վորությունները։ Ցույց է տրվում, որ այդ խնդիրը բերվում է թվերի սահմա

նափակումներով տրո հումների խնդիրներին ։
Թեորեմ 1-ր հնարավորություն Լ տալիս {I )* անջատելի ենթաբազմու

թյունների քանակը գնահատել այգ քանակի տեսակետից Տամար^եք բազմու
թյուններից նրանում, որում այդ հարցի չուծումր ֆ որոշ նկատառումներից 
ելնելով, ավեքի հեշտ է իրականացնել։ Այսպես, օրինակ, եթե Տ|> •••> Տ 4 

բազմություններից յուրաքանչյուրը կազմված Լ վերջավոր թ ւ[ա բ ան ւս կ ւսն 
պրոգրեսիայի անգամներից, ապա այդ թեորեմից ևխ) աշխատանքից հետևում 

.4, որ Տ|\...\Տո .ղանցի թ տարր պարունակող գծ այնորեն - անջատեք ի ենթա- 
ք\

բագմ ությոլնների քանակր չի գերազանցում [] [/?(’ I ) ՜է՜ 1 | ք*1Ւ^ 
1-1
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