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Периодическое течение тепла в полом шаре, 
заполненном хорошо перемешиваемой жидкостью

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. Б. Нерснсяном 7/П Ц&Ь9)

I. Постановка задачи и построение решения. В работе рассмат
ривается задача периодического течения тепла в полом шаре, запол
ненном хорошо перемешиваемой жидкостью, когда на внешней по
верхности сферы происходит теплообмен по закону Ньютона совмест
но с излучением. Предполагаем, что внутри сферического тела и з 
жидкости действуют источники тепла с периодически изменяющейся 
интенсивностью. Функция распределения температуры И(г, /) в сфе
рической области (/?։<><У?3) удовлетворяет уравнению (')

дЦ а д /2дП 

д1 г3 />г\ дг
4- — ы(г, Г), 

со
(1.1)

условиям на поверхности контакта с хорошо перемешиваемой жид
костью (2) и на внешней поверхности (3 ’), а также условию периодич
ности

+Л«,с,—
дг \г^к, д(

(1-2)
ди
дг г-ц.

=А[5(о/»|+ — |5*(/)-^‘(/?г И; О.
/ч

■ Здесь а= -—коэффициент температуропроводности сферы, 
■ ср
коэффициент теплопроводности, о —плотность. с—теплоемкость,
о/(г,/) —интенсивность источника тепла, .VI ։, с։—соответственно масса 
жидкости и ее теплоемкость, Р(/)-количеств) выделяемого в жид
кость тепла в единицу времени, // — коэффициент теплообмена, £(/)— 
температура окружающей среды, г степень черноты поверхности, 
3—постоянная Стефана—Больцмана, ранная (’) з-5,775- 10
Вг/см’град1, 0 —перво I изменения 1\г,/). Относительно функции 5(/) 
предполагаем, что она непрерывна и обладает производной с ограни
ченной вариацией в интервале (0, &), а г£'(г,/) и У(/) имеют ограни
ченную вариацию. Применяя к конечное комплексное преоо-
разование Фурье по времени /, для изображения функции I (г./) 
получим следующее дифференциальное уравнение:

^(г) + -Г-б;(г) (1.3)
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6 6
1 /1

где С'*(<)= Щг, кк(г)= да(г. 0ехр(—т* =

о о
1

— -—. Согласно формуле обращения, 1/(г,()--—V {Л(г)ехр(/-(Л0.
б 0 * _ _ _

Решая уравнение (1.3) и удовлетворяя первому из условий (1.2), по
лучим

гО^^п)

R,

/?2с*+— I г։да*(г1)з11₽*(/?2—

Г

-4-811 ■:»(/?.. -г) (1.4)

R ।

гХ(г,Мг։+

Ц» И1Г]

Оо\
4г/

Здесь Пк(г) = 4՝/т:3*/?։с11/*(г֊/?1)т 8ЬЗИ'-֊/?։);

(«(О֊с,+ -֊

о
(* /7՜

= ] Р(Оехр(—ЧлО^; Р*=р
О

Прежде чем удовлетворить второму из условии (1.2), обозна- 
о

£/2( А*2,/)ехр(-0л/)1//-= А/*. Выполняя второе из условий (1.2),

О
бу де м иметь . * .. / <11

С*|/?2Ол(/?2)ф(Л/?2-1)ПА(^)]=- А\А(/?2Л

о /?«

-г — 54{Оехр(—1^)с1г +

о /6

6
еа

о7 Л5(/) + -54(Г) (И ■
1

к
о

I Л2к'о(г)г/г4- .
Л 4г

/?>
В свою очередь, Л* определятся из следующих уравнений:

(16)

Таким образом, для определения С» и получили совокупность 
бесконечных систем нелинейных ал1 ебраических уравнений (1.5) ■։ 
(1.6). Перед тем, как исследовать эти системы, получим условия раз
решимости одного класса систем нелинейных алгебраических уравне
ний, 
156



2. К решению одной бесконечной системы нелинейных алгеброй, 
ческих уравнений. Пусть имеем бесконечную систему

<** ГК
V ^.рп^рц. (9.1)

7-11-1 /-1

Рассмотрим, наряду с (2.1), мажорантную систему

I мл = 1£12 £ ал.р/М/Л'!/֊}- V Ь^Л^+Р*, (2.2)
[ /-и-։ /-1

где йлу.б (2.3,
I Известно (”), что если система (2.2) имеет неотрицательное ре- 
'иение .'ИЛ, то система (2.1) имеет решение т'к (главное, т. е. реше

ние, полученное методом последовательных приближений, начиная 
от нулевых значений), удовлетворяющее условию а если
Л1* есть главное решение системы (2.2), то решение системы 
(2.1), удовлетворяющее условию |ап«|<Л1’, единственно. Перейдем к 
условиям существования неотрицательного решения системы (2.2)

Предположим, что суммы коэффициентов V V ац.]Л = а* и V Ьь.;~Ьк 

ограничены в своей совокупности, а также ограничены свободные 
члены Ръ. Обозначим Зора*-//, 8нрЛА= Ь, зарРц—Р. Предположим 
I * * *
также, что
I д<1; (1 - Ь)2-4|г|«Р = р>0. (2.4)

Возьмем постоянную /С«= * Ь- такую, что РА<К(1—|£|Ка*).

Тогда система

/ИЛ = |з| v v a։j.lMM'l+ V £МЛ4,+А'(1-^֊НА'</*) (2-5)
■ j ։ 7-1

будет мажорантной для (2.2), Система (2.5) имеет очевидное реше-

ние K48’V V anjjK-т V Ла.Д-1- К(1— Ь„ — |е|АГа*) и, следовательно, 
I /—i /—1 у—1
система (2.2) имеет неотрицательное главное решение Л/’ < А'. Вве

дем, далее, понятие устойчивого решения. Назовем устойчивым ре
шением Мц^О ту ьетвь решений системы (2.2), которая остается 
ограниченной при стремлении е к нулю. Получим вначале оценку 
для устойчивого решения системы (2.2). Обозначим через Л1^>0 точ

ную верхнюю границу Л1*. Пз (2.2) будем иметь

Л4*<|е|У V (26)
I ~ tZi/Zi — /-1 — • —

) • •

а следовательно, Л4|e|d7kl1-|֊AM4-Р. Учитывая (2.4), получим

/И<—. (2.7)
- 1-»+Гр

Исследуем вопрос единственности устойчивого решения систе-
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мы (2.2). Предварительно покажем, что Л1*>0. Применим про

цесс последовательных приближений к Л1*. начиная от нулевых зна

чении .11^* —О, причем легко видеть, что монотонно возрастают 
с увеличением п, В самом деле, Л4<(|,-= Предполагая, что
дрл) Л1‘՞՜0, получаем

/И0'+։) = ]Е|2 V иЛ։Л//И(;>Л1<">+2 +

= ЛЯЧR
Аналогично имеем ЛЬ—Л/(0| = .И*$» 0. По индукции получим

Л1,-Л։^'> = ||| V У'а,.л,[Л1/(Л7,_М<«>)+(,И;_Л/<»>)Л|<»1| + 
/-1 /=։

Устремляя п к бесконечности, имеем Мл—М^О, т. е. главное 
решение Л1’ также устойчиво. Обозначив далее /И^=Л4Л — гл, где 

гл>0 должно быть ограниченным, для определения гл получим сис
тему уравнений

гы
Ь*./+ 161У (а*./,/+<։*././)М[

1-1
Г/ *

откуда

^л./ + |'| ՝՝՝ (л*././4՜я*.г/) М/ 
/~1

Обозначив через г точную верхнюю границу гЛ, имеем
СК

/^1

+ 1£1 У {^к,)А-\-ал.и)М 
/«1

а согласно (2.7) и (2.4)

г = (/>*-)֊2|е|а* М)г,

для всех Гл. Следовательно, г«£(1—} р)г, откуда получаем, что г = 0, 
т. е. Л)‘=Д]Л. Таким образом доказана единственность Мл. Одновре

менно доказана сходимость метода последовательных приближений. 
Согласно (’), система (2.1) имеет единственное (устойчивое) реше
ние, которое удовлетворяет условию и может быть получе
но методом последовательных приближений или методом редукции. 
Процесс последовательных приближений сходится при любых на-
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чальйых значениях меньших по модулю 2Р

Наконец, покажем, как получать приближенные значения 
избытком (л»’) и недостатком (/л՜). Взяв первые п уравнений в 
имеем

тц С
(2.1).

л пл п п п п 
ггР-г У У аь 11т՝т*.± У Зь 2Р

1М+

(2.Й)
I -с/ гр \/^| /

п п п л л п п 2Р

1-Н֊/р \; /
I Заметим, что сказанное выше относится также к системам с 
двойным входом:

ГПк ) ~
}Дам)|А|*»1уа>1\|м) |А гч I Ч м )

2֊ 3. Окончательная форма решения. Исследование полученных
уравнений. Преобразуем полученное в п. 1 решение, отделив дейст
вительную и мнимую составляющие. Обозначив

6 /6
~ Р»(г)—1дь{г)\ —

с!ь-1Ьь

*
а

՝о
О

I
3 '^0, (3.1)

из (1.4) получим
р.

«*(/”)= ^*:*(г)Н

-д^г^Ф^г, —
Г 2°» Л

*1

/?! — Г) — 7*(Г1^)*(Г1'

-Г)|^г1 — ( ^(Г)|£Аг(/?։—г)со57«/4-Л4(/?։ - г)81пт>/р// ; 
9.1

(3.2)

R։

* г՝*(г) 2

4 с/1>(г№>(!-, А>։ —4՜ I г։1/,*(г1)фл(г1’ #։—г) + <?*(''1)°*('՜
2''» 3

Яа-
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-И 1^1 +֊ □
^(/)|£А(/?8-г)81п;А< — г)/о«у*Г|^ ;

л*. А
г ( г1(/?2-г1)/>0(г1)^Г|Н֊(/?։-г)(< ( ф0(П)^։3֊

1
4г6

Здесь, для краткости, введены следующие обозначения: 

^(Н=Л|/?)Л(г-/?])-^(/?)^(г-/?։): :*(г)-Л(/?)Ыг֊/?։)-

-Ял(/?)Л(г֊/?>);

/Л(г) ֊ 4/ “|о*А,1(сЬ^ГС05^Г -5Ьо*Г51п£лГ)-}-зЬ£*ГС08&*г) —

гАЛГ.с,
—д------ С110АГ81П0*П

кг.
ёа;

£>(/•) = 4^~|^/?1(сЬ'\гсо$,>йг+$Ь'\г՝|1г*/г) |-сЬ?'Аг81пЗАг] 4-

;АМ։с 8Ьойгсо5^Лг;
R

0*(Г1, г)=т1Л(г1Х5ЬЛ*ГСО5ОАГ4֊сЬбАГ5։пСАг)4-’,А(г1)(5Ь^ГСО5<;лГ— сМАГ81П&лГ);

(3.3)

Фл(гр г) = т!։.(Г։)(81г\ГС08'''*Г—сЬсаЛ51ПЧг)—',*(г|)(8Ьчгсо80»г4֊сЬ5*г51п{*г);

Е*(г)^/А(Р)8ЬоАГС08'՝АГ+ £*( /?)сЬ'>АГ8!ПЧГ; Л(г)=/*(/?)сЬгАГ8|П'3АГ — 

— gh(R)^лrcos(чtг.

Неизвестные с/л» гпл и п* определятся, согласно (3.1), (1.5) 
и (1.6), из следующих систем нелинейных алгебраических уравнений:

йь~
rn.jm.it- ; — П)Пц-1

т^ь-)

т^ть-^—п^ь) 
г\к֊^

Ьь =



где

£л(г)= й. М«/.(Г-Л,) к «».?»(г-Я, )|:^А“Т“Пл
°*(г>= ' |Я»А('--Я,)-<4»£»(г ֊Я,)|;

Лд + Пд

4>лг|М/?+А^1/?2)(1-1Ь?ч₽1?глХ?)-

9ЛтгЛ1 с
\ {Ь R 2-\ )1 ЬоА А* I------ —Ь-1 | 5д/?,( ЦчМаЖкМН (Л/?г — I ВКоА R |

^«сЬ^/?со$гА₽^4 -|^ИА>+л/?։/?|)(14-1Ь':*/?18гАА>)4-2^/?։А,։^'՝д/?-

р*^։(1-։ЬбА/?1гг*/?)+(л/?։-1)1ьг*^|: <з.5>

Рк= — ^֊ I [£1(Р2)§1п7аГ + Од(/?2)со57а/| — 1а5(/)4 —54(О 
2* .1 <//1 л

о

сИ4-

Н,
+-А’ (*г|/.а(г)Ра(г)֊Са(г)7»(г)]^г +-

*1

6
^(А.+8М +

О
+(ЛА-В*)з1пт*/ \(Н\

&
֊ С|<'*(Яг)51гц*/—Аа(/?2)со8-[а,]-^- А5(/)4- —54(/)
2- 3 сП л

о

Л 4-

₽•
4 А’ | г|Са(/’)Ра(г) 4-Аа(г>?а(/’)]^г4- 

а?։

6
-2^. |0(О[(в.֊Л,)со։т։<+ 

х * о

о А5 <1 
о

О
, Л5(/) + — $40 <//+ —

К X/?’
О

а штрих при знаке сумм обозначает, что при суммировании индексы 
у-0 и опускаются. Исследуем разрешимость систем (3.4). Вна
чале оценим сумму модулей коэффициентов при неизвестных в каж
дом из уравнений этих систем. Обозначив через ** сумму модулей 
коэффициентов в Л-ом уравнении первой из систем (3.4), имеем

>, = 1К.(».)1 - |О»(А?.)11(| *՛ (36)

I Аналогичные выражения получаем и для других систем (3.4) 
Произведенные оценки показывают, что при М/?, — /?,)>* Ка(/?։)|<



относительно £(/), а'(г» О и <2(0. остаются ограниченными и при

лЛ*<՜—, где а֊ $ир7ь Р-5ир(|Р*|; |7’*|). системы (3.4), согласно п. 2, 
4 * л

имеют единственное устойчивое решение, которое может быть полу
чено методом последовательных приближений или методом редук
ции. Решая укороченную систему, получим двустороннюю оценку 
неизвестных Ь*. и «*, после чего способом, описанным в (7 ) 
получим значения С/(г, О с избытком и недостатком.

Институт математики Академии наук 
Армянской ССР

И. Ս, ՄԵՆԱՍՏԱՆԴյուրին խաոնվող հեղուկով լցված սնամեջ ցնցում ջերմությանսյարթԼ րակ ա ն նոււքր
ճողվածում դիտարկվում է դյուրին խաոնվող հեղուկով Լցված սնամեջ 

գնդում ջերմութ յան պարբերական տ արածմ ան խնդիրր հեգի արտ արին մա

կերևույթի վրա ջերմափոխանակությանն ու ճառագայթման համատեղ առկա

յության դեպքում։ Ենթադրվում է, որ գնդում և հեղուկում գործում են պար֊ 

բերաբար փոփոխվող հզորությամբ ջերմ ութ յան աղբյուրներ։ Խնդրի յուծոլմր 

արվում է 2шР9п*[ I1 ս տ եռանկյունաչափական և ցուցչային ֆ ոլն կցի աների է 

որի գործակիցներր որոշվում են հանրահաշվական ոչ գծային անւՀերջ սիստեմ֊ 
ներից։ Տրվում են լո ։ծ ե լի ո լթ յան պայմանները այդպիսի սիստեմների մի դասի 
\ամար: Ս ահմանվոլմ է նրանց կայուն լուծման հ ա ս կ աց ու թ յ ոճն ր է Ապացոլց֊ 

վում է կայուն լուծման մ ի ակութ յա՛նր և ստացված Ւ գնահատականը։
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