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В данной заметке получены достаточные, близкие к неулучшае- 
мым условия равномерной интегрируемости экспоненциальных опцио­
нальных мартингалов. При «обычных» предположениях условия тако­
го типа получены ранее А. А. Новиковым (’ •2) и Д. Лепинглем, Ж. 
Мемэном (3).

Будем предполагать заданным полное вероятностное пространст­
во (О, У, Р) с произвольной фильтрацией Л=(^г)/>_о. Рассматривае­
мые здесь мартингалы считаются опционально измеримыми 1а^1ас1 
процессами (♦).

Рассмотрим уравнение Долеан

д-1 + |՞ 2,_лм; + у г.лм',, (1)

1<М1 (0л|

где АГ —ЛР-р ДР,/Ис и АП(ЛК) — непрерывная и чисто разрывная 
с^1а£(сае1ай) составляющее заданного локального мартингала 
Л7С/'|ос(М - ЛГ-|-ЛК). Единственное (с точностью до неотличимости) 
решение / = £(/И) уравнения (1) задается формулой (см. (։))

е(М), = ехр

где квадратическая характеристика ^и) и
ди) — целочисленные случайные меры на пространстве (Р¥Х.Е, 

В(Р^)ХВ(Е)), Е—Р1\{0}, порожденные скачками вида Д Мл=Л1,—Л1,._ 
и Д+Л1,=Л15 + — Л1Л, $>0, соответственно.

Теорема 1. Пусть М£. "|0С. Тогда г(Л1) — равномерно интег­
рируемый мартинги л, если

а) при Д.М^ —1, возрастающий процесс

С,= < ИГ>/ЛН V Ц1-|֊«)1п(1 4 и) —и ]*и{лт—
2 1-1.2

локально интегрируемый (С£Л+с) и

Ее х рС, <-х:, (2)

где 7֊ inf(/: A vf,—— 1 или А+/И/ = —1, а С--компенсатор процесса 
С (см. (»)),- 
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6) при Д.М>-1, Д+М>—1

£ехрДв,<о«э, (3)

1п(1Н֊ц)~

Для доказательства пункта а) теоремы 1 приведем ряд лемм.
Лемма I. При выполнении условия (2) имеем М^Н'Т и 

ь(М\т->Ъ Р-п. н. (НУ={МЬ*ик ։ С|М, .М]у<оо}). 
г

Доказательство. Из элементарных неравенств и условия 
(2) имеем

£( Я М 1г < I £«ЛК>г+ V /|«| .>“’♦!<) |т +•
Т /—>1.2

Е 4-£'2 /</>1«*!^г < [£(</Иг>т- + 6 у /|ИК||(Н «)1г.(1+«)- 
/—1,2 /—1.2

и1*Нг))т +3£ у Л>|(( 1 +и)1| (1 4я)-«]*р'г<оо. 
»- 1.2

Отсюда, в частности, следует, что £|Д/И$|4<Ьи<Ъ© и £‘|Д‘Л/Г|/У<х<оо 
для всех 5<Т, II < Т, т. е. Мг-<С.°° Р—п. и. (ср. (”)). Отсюда сле­
дует, что ։(.41)г_^>0 Р— п. н.

Лемма 2. Пусть 0<?><1 и процесс С^.4^ Тогда процесс

С = ЕХ(/И)ехр(I—ОС—локальный субмартпингал.
Доказательство В работе (7) доказано, что

ь>(/И)=е(М4 Л)-е(А,)е(Д.), 
%

где ' /Ух == 4~ V ( V1—V')՝ I в|(14-и)—1
/«1,2

(4)

V", Я=(1+ ДЛ)֊։ • /У'-Н1+Д>А)’-1 • АУ,

Кроме того имеем
| е'(.И)-1 гв'(М). • (А^+Л') - • (М+֊Лр.

ехр( ։ -О՝с »1Н 1-'-)Иехр(1 -> )С_| • С'֊Нехр(1— > )С| • С*Ь 

где Л = Д;֊т Л?. С^С'-гСТ

Отсюда, применяя формулу Ито (4). получим
(7=] + С . | .у;4_Д;4-(1-/)С'|-|֊6՝ • |Л'£4֊Д£4-(1 ')( Н

I 4 5'[AG -(Д։к(ЛТ))ехр(1-Х)&_—в)(ЛГ)_Дехр(1—> )С]4֊

4-5"|Д+6-(Д*8‘(Л1))ехр(1—Х)С-ах(.М)Дтехр(1->-)С1, 

Где |А] = ^ Л,.

Далее, после несложных преобразований, получим
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6=1+6. ■ {^+(0-^)4-(1-^)(С^-С^) + (1-а)[Л^։ С<*]} + 

+ 6 • {Л^+(|7«֊У«)+(1-/.)(С*--Сг)4-(1-Х)[М^ с*1}+

'1£<1 4 ДМ. ДС)| 4֊с . 5*[£(НД+М, А+С)|,'

где /.(х, у) = хехр(1 — Х)у —х֊Ь(1— >)х1пх — (I— >.)ху>0
Ух, уе/?#. Отсюда так как |ЛИ, Са|^./'|0С и [Мх,С*|€/М»ос (см. (в)>. 
имеем 0^т-\֊Р, где т±''\<к՝ О — возрастающий процесс. Но ехр(1 — 
——сильно предсказуемый процесс ограниченной вариа­
ции—локально ограничен (5). Кроме того, так как процесс е'(М) — 
неотрицательный супермартингал, то 6£.^юс. Значит, процесс 0^4* 
и 6—локальный субмартингал (см. (в)).

Лемма 3. Пусть 0<'<Д и процесс удовлетворяет ус­
ловию (2). Тогда имеет место неравенство

ех(А1)<е(Лгл)<еЧМ)ехр(1-л)С. (5)

Доказательство. В разложении (4) ЦЛх)—невозрастающий 
процесс с е(Да),= 1 (см. (’)). Отсюда следует, что е(Л\)>։х(Л1). С 
другой стороны, имеем б-։(М)С где А’=е(Д,)ехр( 1— У)С^։П'2^. 
Тогда, применяя формулу Ито (*), получим 6«=г(Л\)_ • е(А6) •

• • г(1У,у, (/•'= Л'Ч-Г*). Отсюда, в силу единствен­
ности разложения Дуба —Мейера (’) для локального субмаргингала 
О и из того, что Ц/Л)_>0 на ДО, ГД и е(А6)>0 на ДО, Т՜ (см. (4) и 

лемму 1) заключаем, что Р— возрастающий процесс. Однако, так как 
ДД>>—1 и А+4Д>—1 (:), т. е. е(.4;)>0, то согласно (4) имеем 
е(Л\) = О на “Г, осГ и неравенство <7>«(М) справедливо на R,,.

Лемма 4. Пусть 0</<1 и процесс удовлетворяет ус­

ловию (2). Тогда процесс ^—равномерно интегрируемый мар­
тингал.

Доказательство. Положим £л = 1п((/: С,4>л). Очевидно 
($Я)»>։С $ (Г—м. о.), $„ | оо Р— п. н. Пусть ((7т, Ет),„>|—локализу­
ющая последовательность для е(Л\) (т. е. ит^Т-м. о.), ит | оо 
Р—п. н. при т ( оо, гт^.У(Р) (Г—мартингал ) и £(Л6) = бт на р), С/ШД 

Тогда на [0, ит^_ У/п>1 и
Имеет место очевидное равенство

1 -ЕЦ^)5„ли„^ -=£*(&)$„+ /4-£«(1ит<\п- (6)

Согласно (5) имеем $пр5[е(^)ут+/с,т<Ли] * < ехрл^֊ 1^, так как 

-(Л4)_—супермартингал и £>(’И)Г/п+I. Отсюда при )<1 после­
довательность (г(Л;,)гт+ /ст<в„)т^1 равномерно интегрируема при 
фиксированном н I. Далее, использу . теорему Лебега о мажори­
руемой сходимости для (։(Л^х)лл4Ля<г/Я|)т>ь получим из (б) при 
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■ mfoo 1 -- Лв(ЛА)$в + /S/i<՝ + N>.),Isn- —£е(Л\)$я4.. Отсюда имеем

14-1 >1-£е(М)5я+А-я<.. (7)

Применяя далее (5) и неравенство Гельдера, получим /$„<.<
1<1£’։(л1)$,|+|>| £/$я<«ехрСл'я-|. f '<|£7$я<-ехрС» )|_х<со. Отсюда, сог­

ласно условию леммы, £։(.^Ья+/л-я<в.—О при п Joo.

Таким образом из (7) окончательно имеем т. с.
ЕЕ(^х)<»в !•
I Доказательство теоремы 1, а). Полежим Л1 = 1пз(Л1)-С 
(считаем 1п0 = — о©) и V’„=lnf(/: M,+<s -п), (I n)n>iCZ.t*. | о©
Р— п. н. Согласно (5), имеем е(Л^)^ехр(>./Й4-С) (е(А’,)<е(Л1)гхр( I - 
—Отсюда получим e(/Va) ия+sg Л-л< ехр (С։ п+ — т) + 
4-/гя ехр( I — 1)п sSexpC. + е(Л/).ехрл.

Таким образом последовательность {s(Af,)гл ь}о<х<։ при фиксиро­
ванном 1, равномерно интегрируема по X. С другой стороны из
(5) имеем t(AZx)i/„4--*a( W)v„+ Р—п. н. при /. j 1, т. е. сходимость 
имеет место и в L1. Но т. к. £е(А\)гя+=1 (лемма 4), то £s(/W)rn+ = 
«1 и справедливо неравенство

££(M)» = £|s(.M)fc-S( Юел+]/ия< + 1>1-Ь(Л!)ея+/кя<» (8)

Но т. к. £г(/И)ия+/уя<, ехр(—п)£ехрС», то из (8) при п, ; о© полу­
чим Ее(Л1)вв^1, т. е.

Доказательство теоремы I, б). Рассмотрим процесс е('/И)€ 
£. </|0С (0<^/<Ч>. Из очевидных равенств

■ «>(Л1) — ехр[ аД4—— <^Лг>)ехр{/- V [|п(1-^_и)_н|*{?},
\ 2 / '-1.2

■ ։(ХЛ!)=ехр6 л1— ^-<УИГ>^ ехР‘ " рп(1 тХ«)—

и из элементарного неравенства («>—!)

* /1г.( 14֊«)<1п(1 -|֊Хм)^1п(14֊«)—(1 ->.) I “ -
имеем
| £4Л1)^£(/./И)^зх(Л1)ехр(1-/.)Д. (9)

Неравенство (9) есть аналог неравенства (5) для процесса е(КЛ/к До­
казательство теоремы получится теперь заменой в лемме 4 процес­
сов е(.9,) на Ца/И), С ня А и соответствующим изменением доказа­
тельства в теореме 1.а).

Те}орема 2. Пусть Р(Е), -3ьб(/)\/Л^)

так, что Л-<<֊|<г'*;1/'<^еч2 Р—п. н. и

£ехр(—<.V>. г v (г'ехрг1—expz'-| !)♦<
I 2 ' /-и
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где и* и ^ — квазинепрерывные слепа и С(Т'*}-измеримые, Со­
ответственно, целочисленные меры с непрерывными компенсато­
рами и (си. (’)). Тогда процесс

։ = схр*Л'— — </Հ>+ V | /|Հ/|>։3^|ւԴ/|<'|<։ճ'*(11’-*') —
I 2 <-։.2

— (ехр£*’-/|?|<12/— 1) *>'| —

равномерно интегрируемый мартингал.
Доказательство теоремы 2 получается применением теоремы 1, 

6) к локальному мартингалу (ехрс'-- 1 )*(|и—учитывая,
’ I в , 

что л = е(Л4) (см. (10)).
Замечание. На примере пуассоновского мартингала (ср. (’)) 

можно показать, что условия (2) и (3) неулучшаемы в том смысле, 
чго из условий £ехр(1--«)С <>о и £ехр(1 — ь)Д \ос для любого 
з>0 не следует равномерная интегрируемость экспоненты е(Л1) (см. 
(10)>.
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Կ. Վ. ԳԱՍՊԱՐՅԱՆ
է I սԱ|ոհԼ նցքւալ մա րտ|ւ նւքալնհ г|> հ ավաս արա;ափ |ւնտԼ(]րԼ||ւրս[> յան 

р ա 11 ա г ա г ս | այ մ ա ն ն ե г [ I

Հողվածում ստացված են օպցիոն ալ լոկալ մ արտին գա լի Ղոլևանի էքս պո֊ 
Նենտաի հավասարաչափ ին տ ե գր Լ լի ո ւթ յ ան րտվա րա ր պ ա յմ անն ե րր , որոնք 

մոտ են ան լավացնելին երին։
Լրիվ » ավան ակա լին տարածության վր ա տրված ֆի լտ րա ցի ան ենթագըր֊
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