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Температурная задача для усеченною клина

(Представлено чл -корр. АП Армянской ССР Ь. Л. Абрамяном 2/.Х11 1988)

Разработана методика решения температурных задач для одно
родного или составного усеченного клина при произвольных граничных 
условиях. По предложенной методике решаются гармонические и би- 
гармонические граничные задачи. Ввиду простоты гармонических за
дач методика решения иллюстрируется на них.

Аналогичным вопросам посвящены работы (1՜ 5).
1. Определим гармоническую функцию в области усеченного кли

на, когда на границе заданы значения неизвестной функции 1'(г, г) 
(рис. 1)

Рис. 1

^(г,6л)=Л(Гл (0^г*<оо;4=1,2); (1-1

Введем две системы полярных координат с центром Ол и ОР соог 
ветственно (рис. I). Связь между ними имеет вид

rue'-it ]֊rPe-^p = u, U-3

где
Решение

?й֊֊®д; б*+0р>՞։ °<6*’

рассматриваемой задачи ищем в виде 

6'(г.?)= У £/*(/■>.?*)=
Fi 2։՝1 *■’

(14)

где
Здесь

фА(х, ©JsinxG* <PA't(s)sln.s՝fft+^(^siHs(rj»-?*)-

/А(гй)—финитная функция, ^(гк) (А = 1,2) интегрируемые 
функции (одна из них произвольная). Из условия (1.2) получаем со

отношение
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1 ՛- л , 2
— V I ^*(5)гл'<^ = ^(г)= У (0<гА<и) 
2֊/Ги) *-։

'к

(1.5)

Пользуясь свободой, требуем, чтобы

-֊!- ^4х)-֊т/х = ^А(гА) 

г>

(О г* а) (1.6)

Примем здесь #А(гА)=0; (гА>и).

В работе доказывается, что любое другое продолжение функции 
£>(гА) на область р;,оо), а также выбор представления (12) нс влия
ет на окончательные интегральные уравнения и на вид неизвестной 
функции С/(г, а). Из условия (1.1) получаем два интегральных урав
нения для определения функции Л*АЬ) (*=1,2), которые имеют вид

Л'А(х) 1 — \ ~— 1л7(О51п՝>г*4֊Л",ЛД;)81п(50/,-5-8А)|^' = Л(ь-). 
2-1 .) 510'0/,

(0<1?е^<Ие;) (1.7)

где •՝ | /л(Гл)^-։^гА; £А(5)-<։՜*
(Г и

Сюда в явном виде входят отдельные слагаемые функции £(г) и 
их продолжения. Чтобы освободиться от этих неудобств, вводим новые 
неизвестные функции ) А(х) следующим образом:

г,(,) —
81

0

51пх0« |
$1п$я V 

а

гл-ау-՝(1г,„ (1.6)

где .4’(х) — нормирующий множитель, /^(х) произвольная функция. 
При этом интегральные уравнения примут окончательный вид

5122* Г *(*Л ») л:(0?,(։)+/;('=)-
2-1 3 51п;б/, р ‘

81п;т:
(1.9)

а гармоническая функция определяется по формулам
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г де

4 £(։)81п$(0/,—?/(

а4 К (О =

а г
з1п;0/։ V*/ (Мп)

а(•
|Ял(гл) • ^(а -гл)|г<-^г

и

Здесь последние слагаемые являются решением уравнения .Чан- 
ласа для полуплоскости, когда (/(г, »)-^(г) на отрезке Г »ОЛ. а вне 
этого отрезка (.(/-,$) -0. На этой основе последние слага, мне иг за
висят от индекса „А“.

Пели и системе (1.10) примем

$1плдл

5111X7 (1.11)

то неизвестные функции интегральных уравнений представляются л 
виде

С* > •
= ¥к(гк)г\-'(1г11, (1.12)

и
т. е. функция ) л(г*) является в этом случае продолжением грзиич- 
ной функции в(гк).

Один из вариантов приведения интегральных уравнений (1.9) •; 
регулярному виду получается применением

Л'(х) Г(л)51пхел; (I 13)

Представляя при этом

>'*(<)■ (

о

(1.11)

получаем систему интегральных уравнений (А4-/>-3, А-1.2)

I Г . .. 2
1 ‘(г) е г ) г«т^-|-2(г/)тр ■ С057рЕр+^4 ' '՛ (Ь>

О
Нетрудно убедиться, что 

| с
I К,(Г. I)<11 -е ~ .

О

(11՜)

(1.16)

поэтому система (1.15) регулярна при '4. Л о (^ Ь-.

В частности, когда система (1.15) приводится к

одному регулярному уравнению такого же вида. 127



ев
Если 0* то система (1.15) или (1.9) решается в замк

нутом виде

I *(' )( I — е~7) = Ер(г)е~7, (1.17)

где Л»(х)
5)и;зр я($)֊Л(9 а-

При этом получается точное решение гармонической задачи для 
полуполосы в декартовой системе координат.

Па основе (1.16) при условии (1.13) можно доказать, что уравне

ния (1.9) регулярны при 0Л^> —.

Если норму функции связывать с порядком убывания на беско
нечности на контуре преобразования и учитывать значение интеграла

нетрудно убедиться, что система 1.9 регулярна при (0<^Оц.
2 Докажем, что предложенный метод успешно применяется и для 

решения аналогичных задач составных тел (рис. 2).
Например, если составная область образована из двух клиньев и 

усеченного клина (рис. 2), то, используя решение задачи, приведен
ной в п. I, и решения для клиньев в виде интеграла Мсллина

С/м(гА, <р*)~ 1 । /а1(О51п;(<р*~Ол)-г/Н:)511к(0*о—?*) /а
2՜/ .) 51п;6*1 \г*/

(2.1)

и удовлетворяя граничным и контактным условиям, получим следую
щие соотношения между функциями ГД.х) и /А(з) (Л=1, 2):

/Д.Д-М՝՝) — /л։($)51пх0* + £*($)з1п$0*1 — 
I

л;(*)К*($) /;(5)֊л(х)
51пхк • 51ПХ&Д1

31П$£*
(2.2)

где /*1(5), /;*($) — преобразования граничных функций,
7-Ы5) = 7л81п$0лсоз5Ол1-|֊731п$Ол|СО5$О*; в*о=б*Ч֊0А։.

Из (1.9) и (2.2), исключая /л($), после некоторых преобразований 
для составной области получаем следующую систему интегральных 
уравнений:

А*(.\) + Г /3(.х, $-$)
2к« ] ДД;) *,(Е) '

-( 31п5к
с/; - О. (2.3)

(0<Рех<Ее;; к+р 3; к =1, 2)
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Сведение интегральных уравнений (2.3) производится аналоги.,. 
ПО ( 1.«5) ( 1.1 «>).

По описанном методике решен ряд гармонических и бигармонн- 
ческих краевых задач, для однородных и составных клиновидных об
ластей. при различных граничных и контактных условиях

Ереванский политехнический 
институт им К Маркса

Ա. Ա. ՐԱՐԼՈՏԱՆ, Լ Մ. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆՀատած սեպի ջերմային խնդիր
Մ շ տ կւ[ած է ե դան ակ լուծելու ^ամասեո կամ անհամ ա սեռ հատած սեսլի

ջերմային խնդիրներ կամայական եզրային
եղան ակր լուսաբանելու համար 

խնդրի լուծում ր ինչպես համասեռ,

պա յմանն երի դեպքում: 
օրինակ, բերվում Լ Դիրի խլեի 

էլ բաղադրյալ հատած սեպի

որսլես 
այն պես

Խնդրի լո ւծ ում ր ներկայացվում է որ ււլ ե и երկու ((տեղականս լուծումների
, որոնցից յո ւր ա բան շ յ/ւ ւ րը ն,երկա յ ւււ ց վո լմ է Մելինի ինտեգրալի տես-

1սնդիրր բերվում է ոե դուլյսւր ինտեգրալ հավասարումների լուծման։
Աոաջսւր կ ւ/ ած եղան ակր կիրառելի է նաև, ինչպես Կամասեո, այնպես էլ 

բւսդադր քալ հատած սեպի րի հարմոնիկ խնդիրներ լուծելու համար։
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