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Пусть Л)={г;|г|<4} единичный круг и {гЛ},4 счетное множество 
точек из этого круга, пумированные в порядке возрастания их м< - 
дулей.

Па пути построения обшей теории факторизации х ером »р(|шых 
в круге /Э функций, М. М. Джрбашяи (’) конструктивно юстроил 
произведения /Л(֊» ֊*). зависящие от непрерывного параметра ?£ 
(•( —1. ֊| оо), нули которого совпадают с {'*}? и сходимость которого 
н круге имеет место только при условии

гч

* I
(1)

Эти произведения построены таким образом: во-первых, водятся в 
рассмотрение две функции

Г(я-Н • &)
Г(а ( 1)Г(1+Л)

1

(2)ш<'’(С

(3)

и. во-вторых, дли любого ,(0<^<^1) определяется функция

(4)

Указанные произведения определяются следующим образом:

/?а(г, **) = П Л(г, с*). 
» -։

(5)

Функция 8,(2. ֊ц) 
Бляшке Я(г, */:), и
ним и

является естественным обобщением (функции 
в специальном случае, когда «=0» совпадает с

Л( (6)

В настоящей работе доказана
'Г е о р е м а I. Если ։^>0, то при любом з, имеет место
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следующее неравенство:

|Л0(г, ’.)|схр

2 Если 1<^<0. то

| 40(г, 'Л|ехр - сопз!

Чтобы приступить к доказательству теоремы, сначала докажем
следующую лемму:

Л е м м а Пусть г, —1<«<0 и

Тогда

1
Г(’4 2 1 АЧ

X* ‘(/Л*.

1?е' 1о£

(7)

Доказательство. При |'.|<Ч имеем

£ Г(24-«4֊л)
п + 1(а֊?2)Г(1-4л)

ь*
X | (1—х)а+' • хп~1дх, п — 1, 2, ... 

о

Отметим, что

М0)-ИтМ?)=—— + ' 11 + 2 *•"' . —, я/0, />„(!)-О (9)
// Г(а4-2)Г( 14-л) п

Покажем, что удовлетворяет условиям />п(р) < 0; ^л(р)
при л—оо и 
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Мр)-2^+1(р)4֊/>я+։(р)>0.

При п * 1, 2 ...
(10)

(,,(М . Г(ч-2+л) 
Г(։-г2)Г(1-|-л1

։
I 1(!-р’*)։+’-(1 -л)։+1)х'1֊|т/х

о

Так как ’+1>0, то Мр)>0, //=0, 1, ... 
/(алее

!>п |(р)֊Мр) = Г(Ч 24-л)
Г(։-1֊2)Г( 1 4-л)

п 4-1

функция Мы(?)—Мр) непрерывна вО$^<1 (см. (9)|, и

I

• X — 1 Хлб(Х=֊-0 при о-О.
и

Следовательно, Л„ >(р)—Мр) не может принимать максимальное зна
чение внутри (0,1). Имеем д„+։(1) — Ьп( I) =0,

М0)֊Ш = __ I (»4~24~ л)
Г(х+2)Г(«+2)

ла —1

— 1<а<0,Обозначив /„(?).=
ла — 1 (л —1)!

«(«+!) (»Т2ХмЗ)...(а4 « -И) ՛

получим /„( — 1 )^/л(0) =0. Далее

(аЧ-2)։ ' ■‘•+ (։4.л + 1)’ '■

следовательно, /п(а)^ 0, так что 6л4.։(О)—МО) ^0 и М 1(,°)—М(')<”• 
Долге, имеем

Мр)-Мр)=2

МI) = ^։(1) "О,

0

р’х)ч-1(/х=0.

Следовательно, Мр)^Мр)<
Заметим, что
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?о(Р> = ^оС°)~2 МПА(р)

- (з+2)

I
—2(1+1)(М2) |(|-р’х)« •

О
I

֊ • I К»+2)(’֊гЗ)л’֊4(а + 2)х+2]с/(1-р’д)’+։.
Р Л 

о

Но так как при 1>О функция (1— г/х)1 + 1 монотонно убывает 
по л՜ в 0<х<1 и

(? + 2)р ֊3 )х3- 4( *+ 2)л4- 24 -Я 4 2)(7-+3)- ֊4 • }-2>0,
(М 3)г 2-1-3

то ?о(Р)<0’ и ?о(р)> ?о( 1)~0.
Для /г=0 имеем:

•л(р) = ^’Мр) =
Г(2+2-1-л)

Г(2+2)Г(1 п)

Аг)ч-’֊-( | — ху ։1 |л"’-։
(а-Ь2+/0(7+Зч-//) >1-2 н

(«+1)(«+2) “ л+1

?л(1) 0, р<1. Следовательно, ?л(р)+0, при 0<р<1

„ 2 *2/л(л+1)— ап(л + ЗН-2л + 4

л(/14 1)(л -2) /;(л + 1)։(«+2)։

Г(а+2+л) Г(а-и2-ид) 
֊ — '՜ • ( и ( |

Г(7 2)Г(//+3) Г(а + 2)Г(л 4-3)
где

/(’) =
1)—ял(л+3)+2л+1 (п -2)! • 2 

л(«4 1)2(" -2)а (2-^ 2)...(։ |֊л+1)

Покажем, что /л(а)>=0 Имеем по индукции

Л(аН
22*-4яЧ-6 2 _

и. 
6 а+2

Пусть /л(’)^0, т. с.

а*Ш-М)-2б(&+3)4-2^4-4 (Л-1)! • 2_______
(Л■+ 1)(* + 2)(Л+ 3) | 2)(я+3).Л«4 * I 1) *

Покажем, что
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3)4֊ 2* 4-4 2а»(^-И)-2М* 4-2) + 2
(* + !)(* 2)(Л4 31 (Ы 1)(&+2)(Л4-3)

. а**(*4֊ 1)֊*шч֊3) Ь2&4-4 /?

Л(*4֊1)(*+2) « + А-1-2
или
(* 4-2)|21։(/г 1) -2։(* 4-2) г2|-(1-*)|’’Ш 11-?*(* |-3) 2* |-И 0.

или ֊(1 -я’)б։-3а( 1 -а։) -0,

что очевидно Отсюда следует, что ?я(0) 0. С1едовательно, <?„(&) 0, 
и последовательность {6я(р)/Г удовлетворяет условию (10), и ц0 из
вестной теореме о положительности сумм тригонометрических рядов 
(см. (’), с. 100) получается доказательство леммы.

Доказательство теоремы. Из (2) имеем
1

отсюда при 0 ■/ з < 1 получаем

Но так как

то получаем
3 I

|ю<'>(£. '.) чг сопя! - (1П

При г« I выберем такое, что а4-^^>0՛ Имеем

с1х
сопя! • (12)
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Для оценки заметим, что при 0^|г|<'

<|',|< 1 имеет место (см. (։). с. 624)

(13)

Но последнее равенство справедливо в £) всюду, кроме точек мно
жества

<•(’,) = {г/|'.|~ г; агсг = агс'Д.

Рассмотрим отдельно два случая:

В этом случае, так как гбе(') и

получаем

2)

(16)

Если *^>1, то интегрированием по частям получаем

Ч2’(г, :)֊“><22,(г,',)» (1 1:|)‘
2

Пусть При {я} = ?=^0 по (17) получаем

(17)
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(։ |;|) ’
X 1 »

< 18)

пол\чаем

(1)

(19)

Имея в виду, что

1 —— )ехр{ш<2’(г« ՝)}

по (18) получаем

(20)- Г(НШ)
£։ Г(Н֊1 )Г(1 +Л)

Если {3}=0, то вместо (18)

I ֊ П<С0П51

Для |Л*,|>(‘» ’)| получаем

—1п

+<՛՛(?.ч!

Н1

Чтобы оценить

(21)

Ие{Л<2)(с, напишем его в следующем виде: 
I

10£

Г(Н1+Л)
Г1 Г(?+1)Г(1+Л) о 1Т
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V Л11к1±А1_ 
г. г(?ч 1 )Г( 1 + л;

11меем

- РсЬос (1 — — ^-1о£ —-1о₽|:| • |Д0(г, »)|<—1ор|А0(г, ;»|-|֊|ОкГ —.
I \ ’ ' М । 1г»|

(22)

Далее, интегрированием по частям получаем

Из (18). (21)-(24) и по лемме получаем доказательства теоремы 
при 7>0, ^у=0.
При ։=[я]=хл из (19) получаем

Остается заметить, что

Ре। — 1о£ -—— ֊Нор -—— ।
1 ГД’ П I

При —1<О<0 из (17) получаем

'.)- (| Г1Г-
я I 1

К И)



Так что

(1-П)’ т

и доказательство в этом случае аналогично вышесказанному.
Авторы благодарят профессора В С. Захаряна за постановку за

дач.

Ереванский политехнический 
институт нм К. Маркса

Դ. Տ. ₽ԱՂԴԱՍԱՐ?ԱՆ. Ա. Դ. ՀՈԻՆԱՆՅԱՆՄ. Մ. Ջրթաշյանի /3.(2; 2*) արսւսպուպնէւփ մրպուփ գնահատական ներքևից
Աշխատանքում ապացուցվում է թեորեմ, որտեղ տրվտձ է Մ. Մ. Զրբաշ- 

էանի Յհհ : 2*) = Ո /!,(Հ ՚ է) դադամետ արտադրքալների մոդուլի գնա Հա֊ 
[ 1 
տակտն ներքևիդ։

Աքն է.
Թևորեմ 1) Եթե ապա ցանկացած տ-ի համար ). տերյիունի հ(ոս1յյսղ անհավասարությունը'

|A0(z : ’,)|e.xp — const

2) Ե|»ե — 1<Դ<4), ապա’
|.4է1(շ : ’Jjexp — const =Ջ|/Լ(շ : ՜.|):

Աքս թեորեմի ապացույցը էապես հիմնվում է էետևյսւլ յեմայի վրաւ 
/. ե մ մ սւ ։ ենթադրենք» Z •

UAz (lX- V
r<^* ^„./xVid-x). 

Г(։ + 2)Г(Ц Л) \ Հ / .1

Му// դեպքում

Re! >0:
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