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Об одной контактной задаче для упругого клина, 
усиленною жестким включением

(Представлено чл. корр АН Армянской ССР Б. Л Абрамяном 28/\1 19кЯ)

Основные результаты по исследованию обширных классов коч 
тактных и смешанных задач теории упругости для клиновидных тел 
подытожены в ('). В этом направлении укажем также на 5).

В настоящей работе рассматривается задача о контакте двух олч 
паковых симметрично расположенных । падких штампов с упру։ и։ 
клином, который на некотором отрезке своей срединной линии ycn.i i 
абсолютно жестким включением. Задача математически формулирх 
ется в виде системы двух интегральных уравнений, решаемой методом 
ортогональных многочленов Чебышева.

I. Пусть упругий клин с углом раствора 2а на отрезке [а. />] своей 
срединной линии ^ = 0 усилен абсолютно жестким тонким включен ։ 
ем и деформируется двумя одинаковыми, симметрично расположат- 
пыми на гранях клина <р=—а и ? —а гладкими штампами.

Необходимо определить контактные напряжения под штампами и 
па линии стыка включения с клином.

Ввиду симметрии относительно линии $=0 будем рассматривать 
только верхнюю часть клина, для которой будут иметь место следую
щие граничные условия:

«,(т, О) = :„(г, ։)-0 (0<Г<оо);

т„(г, 0) = 0 (0<г<а; ^<г<оо);

иг(г, 0)=0 (а<г<Л); (Ы)

а,(г, з)=-0 (0<г<а։: *։</<°о);

где /(г)—известная функция, описывающая основание штампа.
Чтобы построить решение этой смешанной краевой задачи, снача

ла определим радиальные перемещения «л точек линии q =0 и но ՝• 
мальные перемещения точек линии q ==« от неизвестных нормальных 
контактных напряжений <?(<։» действующих под штампом, и касател՛. 
пых контактных напряжений т(г), действующих на линии соединит ։ 
включения с клином. Решение этой вспомогательной задачи легко 
построить при помощи преобразования Меллина (2). Затем но u ։ ։н 
полученные выражения перемещений в третье и пятое условия (III, 
Предварительно продифференцировав их по г. Перейдя в первом к 
полученных уравнении к новым переменным по формулам т0—е\р(< я



г): г — л՜ -г), а во втором -по формулам г0 е\р(г/։\’4-с]); /'=» 
-ехр((/,лф(՝։) и введя обозначения

- (>) х| «Л < ).рхр(<А~ с)|//>0: 1($) ехр(г/,я1 1 с»>е/|ехр(</։< ।

/\х. е\р(</р 1 ^։)Г|ехр(</։.<4г|)|/»2А»0; </~ — 1п(Л а); </։ ֊-1п(Л։%);
«и

с - у!п(а • 6); с։=у!п(а։ • />։),

придем к следующей системе сингулярных интегральных уравнений:

-Яп(х,$) ©($)</$-!֊ ( /?12(х, 0;

-1
(1.2)

При этом должны удовлетворяться условия равновесия включения, 
штампа и условие гладкого контакта ՛

։

*(«)<*$= 1;
А
I

(5)^5֊ О; Ф(±1)-0. (1.3)

В систему уравнений (1.21 введены обозначения
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2. Решение системы уравнении (1.2) представим в виде бесконеч
ных рядов

Ф(Х) ■ ТгЬ* £,*"'>Г"(Л): ?(х’ - 7т=5 1 (2.1)

’ • /нО
। де Г,.(л) (я --х 0. 1, 2...)—многочлены Чебышева первого рода, а А(,( 
(/= I, 2; н֊0, 1, 2, ...)-неизвестные коэффициенты, подлежащие оп
ределению.

Подставляя выражения функций ?(х) и ф(х) из (2.1) в систему 
(1.2), используя известное ссхлношение

.՝ Гя(5)^
/й=1’2’--) (22)

֊1

и условие ортогональности многочленов Чебышева, по известной про
цедуре придем к следующей эквивалентной системе бесконечных си: 
тем линейных алгебраических уравнении:

А'й)- у V ДЩ/»А’<Л^С<йт.п' п т
/■“1 Л«*1

(/=1,2; /и=1, 2, (2-3)

((=1,2); ^> = 0;

а'»֊ — С 
/п _з

-I

где ип(х) (л = 1, 2, ,..)--многочлены Чебышева второго рода, а ядра 
1:/и,/г 1, 2, ...) бесконечных систем представляют собой 

интегралы от произведения регулярных функций с функциями Бес
селя первого рода Ут(х) и Д(х), явные выражения которых здесь 
не приводятся. Далее следуя работе (в) легко доказать, что система 
(2.3) квазивполне регулярна.

Теперь заметим, что в правые части системы (2.3) входят неиз
вестные коэффициенты с нулевыми индексами, которые сразу опреде
ляются из первых двух условий (1.3) Они имеют вид

А'й'-О; = !/*</, (2.4)

Следующие два условия (1.3) служат для определения размеров 
контактной зоны, т. е. параметров л։ и Ь}, и эквивалентны следующим 
уравнениям:

V Лр-0; V (— 1)\¥<2>=0. (2-5)
0 п»»0

3. Отметим, что из рассмотренной здесь задачи при частных зна
чениях а получаются решения некоторых известных задач, 
некоторых новых задач, представляющих самостоятельный

а также 
интерес. 

‘ 79



Например, при а=л/2, когда включение отсутствует, из (1.2) полу
чается интегральное уравнение, которое описывает известную задачу 
о контакте двух симметрично расположенных штампов с полуплос
костью. В случае а=л и /(Г) = соп$1 получается контактная задача 
для плоскости, усиленной жестким включением и ослабленной полу- 
бесконечной щелью, на берегах которой действуют жесткие штампы, 
имеющие плоские основания. В этой задаче представляет интерес из
менение коэффициента интенсивности К разрушающих напряжений 
з^г, 0) в концевой точке щели в зависимости от расстоянии между 
штампами и включением от этой точки Аналитически эта зависимость 
дается формулой

2 (а • ' I »

(3.1)

(а։ • А։)1/4 £Г0 I

где /,.(д) (л=0. 1, 2,...) — функция Песселя мнимого аргумента.
Далее, если считать, что в указанной задаче включение отсутст

вует. то из (1.2) придем к следующему известному интегральному 
уравнению для определения контактных напряжений:

I (3 2)
*-՛ V о ' ’

которое допускает замкнутое решение в виде

ր(ր-ս։)(ր - А,)
(Л = /1 «յ/^յ). (3.3)

Для разрушающих напряжений з¥(г, О) и коэффициента интенсив
ности А' получаются соответственно следующие выражения:

з։(г, 0)-----------Рй^Ь1 ; К= г-1(ьГ ■ (3.4)
2А”(£)/г(г-|- а1)(гн֊^։)

Здесь А(£)—полный эллиптический интеграл первого рода. Из (3.4) 
видно, что когда а։֊*0, т. е. когда штамп приближается к концевой 
точке щели, коэффициент интенсивности К возрастает.
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