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Рассматривается категория Mod Объекты этой категории֊ все­
возможные пары (A, U), где U—ассоциативное кольцо, не обяза­
тельно с единицей, Д— правый С -модуль. Множество морфизмов 
модуля (A, U) в модуль (Я, V) состоит из пар (?д,?о). где ?д—го­
моморфизм абелевой группы Л в абелеву группу 5, а —гомомор­
физм кольца U в кольцо 1Л причем (а ■ и)^л=а-^ • для любых 
а( Л, u^U. Такая пара называется гомоморфизмом мзлуля (Л, U) в 
модуль (/?, V). Умножение морфизмов происходит покомпонентно ( 
(’)).

Определение. Скажем, что в категории Mod определен 
предрадикал г. если каждому модулю (.4, U)£ Mod поставлен в с< - 
ответствие его идеал r(A, U) так, что для любого гомоморфизма 
(<рл» <?с/4: (Л, {.'՛)--•(в, I/) категории Mod имеет место соотношение 
г(А, <?t/)czr(/?. V),

Другими словами предрадикал г — это нормальный подфунктор 
тождественного функтора Idjnod : Mod—Mod,

Пусть в категории Mod определен некоторый предрадикал г. 
Рассмотрим полную подкатегорию Mod(As) категории .Mod, объекта­
ми которой являются все модули вида (О, U). Поскольку любые 
идеалы и любые гомоморфные образы объектов из Mod(As) сами 
тежят в подкатегории Л1ог/(Ах), то нетрудно убедиться, пт.» npeipa- 
дикял г индуцирует вполне определенный предрадикал г л подкате­
гории Л1о<Д.4$), а это означает, тто предрадикал г определяет впол­
не определенный предрадикал R в категории ассоциативных колен 
Ах, причем r(O. U)-(O, R(L)). Все сказанное выше остае ся верным 
и для полной подкатегории Mod(Ab) категории Лог/, объемам։: .>■ 
торой являются все модули вида (А О). Поэтому предрадикал г »»п 
ределяет вполне определенный предрадикал Ra категории абел<ьк\ 
групп АЬ, причем /(Л, О) = (/?0(Л), О).

Лемма Пусть г—произвольный предрадикал в Mod,(A.UV 
некоторый модуль и > (А, ( )=(А, ( ) Тогда 4 = R(L ). где R—nped 
радикал категории As. индуцированный предради калом г катего­
рии Mod

Доказательство. Поскольку г—предрадикал и (О. О)—под- 
модуль модуля (A, С), то (О. /?<£/))=г(О. 1О&(Л, 10=0- . ■t >• Зн«- 
чит, R(U)^U‘. Для гомоморфизма же (о, П)։(Д, С )-■*(<>• ' ’ имеем. 



что (Д', (7')(о, 1<;)=Г(Д, b)(o, k j£r(O, (/)=<O, /?((/)), t. e. U'CR(U). 
.Лемма доказана.

Пусть г —произвольный предрадикал категории Мод, (Д, U) — 
некоторый модуль и r(A, U) = (Д', (J՛), Поскольку (Д', £7')—идеал 
модуля (.4, (7) (напомним, что подмодуль (Д', U՛) модуля (Д, U) 
тогда и только тогда будет идеалом, когда U — идеал кольца U и 
выполнены включения Д' • А • (7'0 Д'), то Д' — (/-подмодуль
I -модуля Д. Покажем, что сопоставлен! е каждому (/-модулю Д его 
(’-подмодуля Д' определяет предрадикал R, п категории правых ( - 
моделей Mod -L’.

Пусть Д и В—некоторые (/-модули, :Д—»/7 - (/-гомоморфизм и 
г(А ,(/)=( Д', ( '), r(B, U) - (В', L'), где (' = /?((/!, н силу леммы 1. 
Покажем, что Д г=В'. Действительно, поскольку (f, 1 г): (Д, (/)-» 
-*(/?, (7)-гомомсрфизм в Mod, то (Д', (/')(?, 1( )~г(Д, (/)(о, 1, )CZ 
_ г(S, U) = (B', ( ) Значит, Д'?СЗВ.'. Таким образом, для любого 
(. -модуля Д, если г(Д, (/) (Д', (/'), сопоставление (/ модулю Д 
его ( -подмодуля /?г(Д) = Д' определяет предрадикал Rn в категории 
Mod—LT.

Итак, нами доказана следующая
.'I е м м а 2. Каждый предрадикал г категории Мод индуциру­

ет вполне определенный предрадикал R в категории Аз и предра­
дикалы в категориях Мод—И Аз), причем г(4, (/) = (/?Г(Д), 
/?((/)) для каждого модуля (Д, С) категории Мод.

Пусть /? —некоторый предрадикал категории Аз, а Ru (С'уАв) — 
некоторые предрадикалы категорий Мод -И. Рассмотрим систему 
предра ли калов [R-, /?г|('£Л}.

Определение. Систему предрадикалов {R-, 7?{|(/£Дл} назовем 
согласованной, если она удовлетворяет следующим условиям:

(Р1) Д • /?((/)—А՝ь(Д) для любого О модуля Д;
(Р2) /?1/(5;)^"/?у(В) для любого У-модуля В и И-модуля 

В-, полученного из модуля В отступлением вдоль гомоморфизма 
колец у: (7—1/ (см. (’), с. 212).

1՜ е о р е м а 1. Пусть в категории Мод определен предрадикал 
г. 7 огда он индуцирует в категории Д\ предрадикал R. а на 
каждой категории Мод —и (И^Аз)—такие предрадикалы R,, что 
система предрадикалов {В,В1\иуАз} является согласованной. Об­
ратно, каждая согласованная система предрадикалов {R՝, Ru\U^As} 
определяет вполне определенный предрадикал г в категории Мод, 
а именно, г{А, И) =.(К( (А), К(С/)) для каждого модуля (А.и)^Мод. 
У казанное соответствие между всеми предрадикалами категории 
Мод и всеми согласованными системами предрадикалов взаимно­
однозначно.

Доказательство. Пусть в категории А1од определен предра­
дикал г. Этот предрадикал, в силу леммы 2, определяет вполне опре­
деленную систему предрадикалов 'R: Дз}. Поскольку г(Д,(/) =
=(7?/ (Д). /?((/))—идеал модуля (Д, (/), то А ■ R(U)՜^Rt (А). Условие 
(/'*!) выполнено.

Пусть В— 1/-модуль, <£:(/— Iх— гомоморфизм колеи и В^-О- 
модуль, полученный из Р-модуля В отступлением вдоль Пос- 
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кольку пара (I, ?): (Вг, (?)֊^(R, V)֊-гомоморфизм в Мод, то имеет 
место включение (Рг(«)< /?(£/))||, ф) „ г(В , £/)(!. Ос г(Н П- 
= (/Л(В), А(И) ' ' ’ '

Обратно, пусть задана некоторая согласованная система предра- 
ди калов {R՛, Ru\l Поскольку /?((/) идеал кольца (' /Л (А)_
подмодуль (/-модуля А и А - R(U)_R,;^A) в силу условия (Р1), то 
подмодуль (/?((/!), ци)) является идеалом модуля (Л, Ц).

Пусть (<р, ф):(Л, А/)-»(/\ \ )—некоторый гомоморфизм. Очевидно, 
что )Ь|5=/?( 1/). С другой стороны, нетрудно заметить, что гомомор­
физм («р, у): (А, и)—д I. I ) ра'лагается в произведение гомоморфиз­
мов («, 1) : (А. ГУ)- (/?., С) и (I, !>): (/?.. V). Поскольку R, -
предрадпкал в Мс.-С и (^, 1)-(/-гомоморфизм, то R^(A)■՚rм.

Из условия же (Р2) следует, что R^ Полу­
чили, что (Д)уС2Д । (5).

Третье утверждение теоремы легко следует из первых двух-
Определен и'*, Прелрадикал г категории Мод называется 

идемпотентным, если / (г(А, I )) г(А, (У) гля любого модуля 
(Д, С)-

Теорема 2. Согласованная система предраоикалов {R; R1 \1 \_ 
тогда, и только тогда определяет идемпотентный предради- 

кал в категории Мод, когда все предрадикалы. этой системы яв­
ляются идемпотентными, и она удовлетворяет условию

(РЗ) /?ь(Д) = Р#щ)(А) для любого (/-модуля Л.
Доказательство. Пусть г—некоторый идемпотентный пред- 

радикал в Мод и {R՝, /^(/(Ах} соответствующая согласованная 
система предрадикалов. Поскольку г(О, (У) = (О, R(t )) для любого 
модуля (О, и)£Мод(Ак), то из идемпотентности предрадикала г сле­
дует идемпотентность предрадикала R. Поэтому идемпотентность 
предрадикала г означает, что для любого модуля (А, I ) категории 
Мод (Яс(Л), и') = Ми(Ци(А)), и՛), где (/' = /?((/), т- е. Рг(Д) = 
= Ро' (С другой стороны, из условия (Р2) следует, что 
Ru^{Rւ\A))~ R) Значит, /?< (Д) = Яс (R՛ (А))-=^1^( (А)>
СР, (Л)), т. е. Ru(RdA)) = R<(A) для любого С'-модуля Л.

Из идемпотентности г, как мы уже видели, следует, что 
RU'(A) = R, ^Rl\A)) для любого (7-модуля А, где 6 - Rd )• ( ЯРУ" 
гой стороны, поскольку Ру(Л) —(/'-подмодуль ( -модуля А, го 
Ru՚(RdA)У=^Ru(A). Значит, Я^А^ЛНЛ). Из условия же (Р2) 
следует, что R и (Д)сАг(Д).

Обратно, из условия (РЗ), примененного к Rг(A), и из идемпо­
тентности предрадикала Рг следует, что Ru^(Rւ՚(A))~ Rc(Rւ(A))— 
=^и(А). Идемпотентность же R означает, что /?((/) = (-• Георема 
доказана.

Определение. Предрадикал г категории Мод называется ра­
дикалом, если г((Д, 6/)/>(Д, U)) = (O,O) для любого модуля (Д, ( ) 

категории Мод. ,^.пг
Теорема 3. Согласованная система предрадикалов ( R\ Ru\ct 
тогда и только тогда определяет радикал в Мод, когда н. < 

предрадикалы этой системы, являются радикалами, и она удов-
■ летворяет условию 73



(РЗ)* Р,(Д) /?ь(Д ) для любого U-модуля Д, где U—UlR^U), 
- естественный эпи чартизм кольца U на кольцо ( IRil/), Я-—//- 
нодуль. полученный из О модуля А отступлением вдоль я.

Доказательство. ГЪсть г-некоторый радикал в Мод и 
/?;/?с|{Л .4s}—соответствующая согласованная система предраднка- 

лов. Очевидно, чго из того, что г —радикал в Мод, следует, что 
R֊ раткал в Дх и, кроме того, (Р-( Я//?(/(Л)), R(U)) r((A, U)/r(A, 
С')) (0,0), т. е. Rr(AIRt (Я)) - О для любого модуля (Я, U)£Mod, 
где Отсюда и из условия (Р2) следует, что
R; •(Д Ri (Л)) = О для любого L -модуля А.

Пусть ~ естественный эпиморфизм кольца U на кольцо U--
1 R(L’l и Л—произвольный L-модуль. Рассмотрим {/-модуль Д«, в 

котором по опр делению: а и=а*(и ; R(U)). а^А, и^Г. Очевидно, что 
каждый подмодуль LZ-модуля Я, является подмо улем С-модул я Я. 
Поскольку Я R(U)-О, то мы можем сделать также и обратный пе­
реход переход к операции • : <<»(и֊ЬР({9) = а и, а(?А, u^U. При 
этом {'-модуль Дг превратится в I -модуль Д, подмодули и фактор- 
модулн I -модуля Д< превратятся в подмодули и фактормодули U- 
модуля Я. Рассмотрим естественный {.-эпиморфизм 0: 4 -»Лг^Рг(Д-1. 
Очевидно, что при переходе к операции • отображение $ становится 
{’-гомоморфизмом. Поэтому, т. к. R,— прстрэликал в Mod — U, то 
RrO')'' = /?rH-lRt (Л-)). С тругой стироны, Поскольку г —радикал r 
Mod, то, как .мы уже указывали выше, Rt (A-/Ri (Д~)) --- О. Значит, 

Рр-(Д)^ = О, т е. RT(A)=Rv(A.) для любого {/-модуля А. Из ус­

ловия же (Pi) следует, что Rt (Ar)^Rp(A) для любого I -модуля 
Д.

Обратно, пусть (Л, {/)£ Mod-произвольный модуль. Поскольку 
Р—радикал в Д.х, то г(( Д, ( ) r(A, UM •= (Rr{AlRi (Д)), О). Применяя 

условие (/-’3)* к {/-модулю A'Rt(A) и учитывая, что /?г — радикал 
в Mod U, мы получим, что Рр(Я Ri (Д = /?с(ДI Rv(A)) = O. Теорема 
доказана.

Петру то проверить, что если г — предрадикал в Mod, то г(Д, 
{. ) содержит все r-подмодули модуля (Я, {/) для любого модуля 
(.4, С ) и. кроме того, гласе г-радикальных модулей замкнут относи- 
ie.ii но операции взятия гомоморфных образов (см. (*), предложения 
1.1 и 1.3). Поэтому (см (’), предложение 2) строгие радикалы в 
смысле Куроша в Mod, а также, очевидно, в Дх —это в точности 
идемпотентные радикалы.

Теорема 4 Согласованная система предрадикалов {/?; Rt\L 
Ms} того i и только тогда определяет строгий радикал в смыс­
ле Куроша, когда она удовлетворяет условию (РЗ) и все предра- 
дикалы. этой системы являются идемпотентными радикалами, 
или. что то лсС самое, — строги ни радикалами в смысле Куроша

Доказательство Покажем, что система /?г|( € Л*), 

74



удовлетворяющая условиям теоремы, удовлетвори, т та՛ же и % стевии 
(РЗ)*. •

Пусть “—естественный эпиморфизм кольца С на кольцо Г 
Л֊лроизн< 1ЬНЫЙ /-Mr.iy.3b и А. (/-модуль, Ц.,Л-.',.| 

ный из (/-.модуля А отступлением вдоль г. Тогда, в силу . >пн । 
(Р2). ₽г/(Д)_'/?/(Дг)</?г(Д >. С другой стороны, из „СЛОНиЯ |Р I,
считывая, что Р—радикал в Ал, следует, что /?;(А| /г < 4)
а#оИ)« Получили, чти R/(А ) -р-(А) для любого ( -модули .1

Теорема доказана.
Опре деле ни Пр. храдикал г категории Мид назовем ։ де< и,

но наследственным, июгв.тсгвенно, сильно наслс цгтвенным, < ли г (К 
И)! 'г(А. I') и любого модуля (А, С) и любого идеала. » •- 

ответственно, подмодули (А. • । модули (А, (. I.
Верны следующие теоремы.
Теорема 5. (.нетели предрадикалов {R R, ( \ тогда и 

только тогда будет определять идеально наследственный. члип- 
ветственно, сильно иа>.ледственнй предрадикал я .Мои, ко. да он 
удовлетворяет условию (Р\) и когда рГ Рп для любого I £А$, т. 
е. когда эта система имеет вид \р\ /?„} гае R иоеально наслед­
ственный, соответственно, сильно наследственный предрадикал « 
Ах, а Ро~предкруъ ние в АЬ.

Теорема 6. Система предрадикалов {/?; Р(\С£А$} тогоа и 
только тогда будет определять идеально наследственный строгай 
радикал в смысле А уроша в Мод, когда она удовлетворяет 
условию (Р1) и имеет вид {R-, Ро}, где R—идеально наследствен­
ный строгий радикал в смысле Куроша в Ав, а Ри—кручение в АЬ

Известно (см. (4), 2.17 и (*), предложение 4.1), что нетривиаль 
ные кручения в категории АЬ и нетривиальные сильно наследствен­
ные строгие радикалы в смысле куроша в категории Ах описывают­
ся с помощью наборов простых чисел

Сильно наследственный строгий радикал категории Ал, соответ­
ственно, кручение категории АЬ, определенное набором простыл ч 
сел П, соответственно, набором простых чисел \, обозначим через 
/?п, соответственно, через Р\ь. Верна следующая теор< м։

Теорема 7. Система предрадикалов {Р\р<\(\А^\ тогда и 
только тогда будет определять сильно наследственный 1 трогая 
радикал в смысле Куроша в категории Мод, когда /• 
для любого СТ-Ах. т. е. когда это система имеет вид {R. Р\ 
где или /?« R", Рль^К\ь, для некоторых наборов простых чи> - / 
II и А. удоовлетворяющих условию НС.А, или R 11 1
радикал в А$ (О.ь(('О для любого и^Ав). а пр՛՛., 
кручение в АЬ, или же Рлв \ ^-тривиальное ՛ .
(1д4А) = Д для любого А^АЬ), и р-прои мюльный сильно нт ао- 
ственный строгий радикал в смысле Нуроши <• Ъ.

Ьычнсл1пе.1ьныи Центр
Академии наук Армянской ССР
и Ереванского государственного \ ни верен тс та 75



Դ. Գ. է ՄԻՆ
Iг||Г1;ոUII]իկւս।liեr[I բո|որ օղակների ւ|րա մողո11նԼր11 կատ Լղորիայում

Նախորդ ա շ խ ա տ ս/Ն րն երո < մ հեղինակին հաքոդվել էր տաք րոքոր օղակ֊ 
ների վրա մոդուլն հրի կ ա տ ե դ ո ր ի ա յի խիստ ոադիկա/ների ն կա րադրութ յոլնր 
խիստ ռադիկալն երի համաձայնեցման սիստեմների միհոցովէ Պարդվում է9 
որ րն դ հ ան ր տցն ելո վ այդ մեքէոդր, կարելի / տալ նաև րոլոր օդա կն երի վրա 
մ սդուլների կատեդորիայի ւ) ին չո ա դ իկ ա լն ե րի ն կ ա ր ա դ րո ւթ յ ո ւն ր ։

Ն ին չոադիկալն երի համաձայնեցված սիստեմն երի միքոցո վ նկարադրված
են րոլոր օդակն երի վրա մոդուլն երի կատեդորիայի մ ին շոա դի կա քն ե ր ր , իդեմ֊ 
պոտենտ մին չոա դիկ ալն երր է ոա դի կա լն երր , Ն ու րո շի - Ամ ի ց ո tրի իմաստով խիստ 
ոա դի կա լն ե րր. կատարելապես <1 աոտնդական nt ումեդ մաոանդական մինյ^ 

ռադիկալներն ու ռադիկալն երրւ
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