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Дефекты функций с простыми нулями и полюсами, 
чередующимися на системе лучей

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР II У. Аракеляном 1/ХП 1988)

11усть /у ={г : агёг-я7; — / - I, ../г -система попарно
различных лучей.

В данной работе исследуются дефекты функций класса А1(/։, . 
!п) -класс мероморфных в С функций конечного порядка, нули и п >- 

люсы которых лежат на и = причем на каждом /=1......
/=։

7 они являются простыми и чередуются. При п - I класс А1(/։, ... 1п) 
обозначим через А1(/), где /={г : агкг=а; —к<а^я}.

Обозначим нули и полюсы функции то(г)£,И(/р ...,/л), лежащие 
на //, / = 1, ..п, соответственно через {&£}* /=1, . •п и {/>/’*

1 = 1, •.п. Так как в силу теоремы Лейбница

то сходятся абсолютно и равномерно па любом ограниченном множест
ве комплексной плоскости произведения

ПД г) =-֊ П-------- — . / = 1...........«•
*-։ । _ 2_

Гаким образом, если w(z)£A1(/։, ...,/п). то из (4) и известных теорем 
э представлении следует, что

w(z) — X ....... ХГЦг), (О

где р— порядок нуля или полюса в z=0, Р,„(г)—некоторый мною- 
член, степень которого т не превышает порядка &:(•<.).

Георема 1. Пусть ........ 1п) " предположим, что в
(I) /и^О. Тогда, справедливы следующие утверждения.

I) для любого а^О. оо S(«»w) = O*;
II) если р(П։Х ... ХПД-р>т, т՛) ДО; а’):=8(оо; w) = 0, где ?(/)- 

порядок функции f\
III) если p<Zfn, то 6(0;W)=2(oo, w) = l.

• Мы предполагаем 
распределения значений

известными основные определения и результат теории



Теорема 2. Пусть «’(г)^ М(/), те'(О)^О, о© ив (I) т 0. Тог 

оа для любого а^С Ца;И')-0.
1.4 4 доказательства этих теорем нам понадобятся две леммы.
Темма 2. Функции Пу(г), /-1,. .. п удовлетворяют следу՝ 

ющ им условиям (г -=гс‘*1: {

— П/(:>'’?)1)
|з1п(ф —

п.

II) уПу(-е'Ч)
—С08(ф —Я/)

Пу(ге'*)< 5 Пу(—
—СО8(Ф —Зу)

(3)

Ш) п. (4)

I
2 2

. //•

г

Доказательство. Рассмотрим функцию П,(г) = П «1

(ДЛЯ п доказательство аналогичное) и предположим, что
■д1!<|а։|. Обозначим через

ГР(та) => П։(и|е'а։)= П
4-1

|д*1
1- —

1*11
Из теоремы 1 ((1), с. 398) следует, что 1тП1(и) • 1пг1££>0 при !т-т±г0. 
Тогда, применяя неравенства Кара геодори для полуплоскости (('*), с. 
29, теорема 8), получим, чго

э |то| |8)г.(аге®)| ’ 

|'а>| > 1, О^агё^ <- 2՜.

Из этих неравенств вытекает (2) для /=1, откуда непосредст
венно следует (4) для /= |.

Поскольку при Кеи»<^0, РеП։(ш)>0 (это проверяется точно так 
же, как и неравенство 1тГ11(т) • 1тгг£>0 при кпи^О), то, повторяя 

вышесказанное для функции еаП'Сей՜). получим (3) для /=1 (здесь 

учитываем, что 1т:>0 при 1тГ>0). В случае |п։'|<
<!/,1 вместо функции П,(г) нужно рассматривать функцию 1/Г!1<2) и 
для нее повторить доказательство.

Лемма 2. Пусть а։, ..., ат— произвольные комплексные числа 
и пусть Цг)—монотонно возрастающая функция, стремящаяся к 

при г—ъь, такая, что для достаточно больших значений г
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1п£(г)
const.

!огда ни окружности Г{г)' ' ։ 14 Ч при г /0 можно указать
множил тва I }(г) и I 2(г), для которых справедливы:

11)

III)
г'"

Доказательство этой леммы буквально 
зательство леммы 3 работы (б).

Доказательство теоремы 1. I.

> М ~ const<oo.

то же

Пусть

(5)

самое, что и дока-

И'՜) и k(r) Моно-
тонно возрастающие функции, стремящиеся к оо при г->ъ, причем 
1пА’(г) =о(г"'), г-*оо. Учитывая лемму 2, обозначим через (с-гг'П

Г1(г) - {г: |ерт<*»| > £(/■)}, г > г0.

I 1 1 *(Г)Г

£(г) = Г(г) \{Г։(г) jr2(r)}.

O’

п-

Заметим, что

ines
п

/V) = и^г) 
/-։

v mes|/ ;(r)| = 
/-։

2/1
(б)

Величину т(г а; к՛) для яУ=Г) ои разобьем на части и каждую в от
дельности оценим сверху

m(r\ a; w) =

г.(г)\Л(О

—-—:------- i + ։•
|w(re'f)-֊a|

(7)

При ге/?(Т։(г) \ А(г), применяя неравенства (2) и (3), получим, что

lw(re'' )| = |( ге1 ■ ’П,< г) <
..ХГЦг^ОА-/-^֊֊-’.

Кл ^corist<4 ev՝,

а когда ге/т0\(г)\Л(г)

г>> п^п(г}
|7i'(rf?'’ )|< К. г^г։, A'2 = const< + пс. • *

Предположим, что и ’Ь(г) выбраны таким образом, чтобы

Г(<)
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(например, при /С>0 Ф(г)-—г, £(г) - пф"(г>|* = /--</’ О;сюда бу 
дет следовать, что

Л + 4вО(1), г-»оо. (8)

Воспользовавшись теоремой 7.3 ((3), с. 58). оценками (5) и (6) полу
чим, что

/хо( 1 )Т(К3г; ту), К2 — consC>l, г-»оо. (9)

Согласно 
гя=г,(Л'3) I °0.

лемме 1.3.1 работы (*). существует последовательность 
п-♦оо, для которой при гп^г0

Т(К3гп; ту) < К*+։ Г(гп՝, тг), (Ю)

где а—нижний порядок функции w(z).

Из (7), (8), (9) и (10) следует утверждение I.
II. Так как р^>т, то р(ту) = р, и поэтому для любого £>0 на не

которой последовательности значений г„ * оо, л--оо справедливы

7՝(г„; ту) л=1,2............

Тогда, используя (4), будем иметь • 9

и поскольку г может быть сколь угодно маленьким (в частности 0<Д 
s), то получим, что о(О: ту)=о(оо; tt’)=0.

111. Если p<m, то, Т(г; П։Х ... X11„)=о(/“"), г—оо. Поэтому

Г(г; ту)=7՝(г; ер,п)4-o(rw).

Следовательно, для достаточно малого М0<р-Н<т)

А'(г;гю)4 \ (г; 0) 

/(г; ту)
О(гИ«- Г—’ОС.

Отсюда вытекает утверждение III.
Доказательство теоремы 

2 функция ту(г) имеет вид
2. Согласно условиям теоремы

ту(г)=[ l(z) == П а*

m

Ьь

где и {£»,}*_, соответственно нули и полюсы
Докажем теорему в случае, когда |^։К|а։Ч ибо в противном 

случае она будет верна для функции 1/11(с), а из этого будет сле
довать, что она верна и для функции П(г).

Обозначим через
и>

П։(ту)=Гl( w։’)= 11
И’

Ь8



Так как ((’), с. 398, теорема |) |т11։(») • |т»>0 при 1т®У=0, то 
согласно теореме Чеботарева (см., например, (’), с. 400, теорема 2) 
функцию П։(®) можно представить в виде

П,(»)=С®+6+ V Л։{-_1----------_и
11**1֊® |**| I

где С>0, Ь —вещественное, Д*^0 и V ДЛ/|/;*|*<-|֊«х).
Л-1

Таким образом

и, повторяя рассуждения теоремы Чеботарева, легко можно пока
зать, что

У, Л* 1*л1<С-Ь<х'-

Рассмотрим случай, когда а не есть вещественное число. Из (II) 
будем иметь

Ь —а Д* 1**1 

I *Л <

Обозначим через ։*

„ л*/1**}
-**

Ь—а 
г

Так как V ДА/|**|<֊1֊оо и V ДЛ |6й|=£д — а, то по теореме Келдыша 
л—1 ։

((’)), с. 377)
3(Се-/։; т)=0. (12)

Поскольку

л(г; а; П)=п(г; Се_/в; ?), 

У7(г; а; П) = Л<(г; <>-'■; <рНО(1пН։ г֊>~.

Цг, П)=Г(г; ф)4-О(1пг), г-оо.

то из (12) следует, что 5(а; П)=0
Пусть и— вещественно. Если а = 0, о©, то, применяя (4), г>\ тем 

иметь
£(а; П)=0.

Возьмем а^=0, оо.՛ Образ каждого отрезка
г* = {г : аг^г — а; |*л| < к|<|**+։|}« Л«=1.2. •••»

при отображении функцией П(с), покрывает всю в< пю ।вснн\к 
т. е. Г*, £=1,2, ... содержит хотя бы одну а-точку (можно доказать, 
что ровно одну а-точку) Обозначим через п(г) количество I *, це
ликом лежащих в круге {л:|я|<г}. 1огда
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«(г; ос; П)— 1 —п(г) ո(ր-, а; П).

Из последнего неравенства и из того, что £(оо; П)=0, получим, что 
$(а;П) = О.

В заключение автор приносит благодарность Г. А. Барсегяну 1а 
постановку задач и руководство.
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Դ. Ա. ՍՈԻՔԻԱՍՅԱՆ
'Ь п । ն 1| ց 11 ա ն և г |ւ ։] ե ֆ I» 1| ա ն Լ г ի մասին, որոնց զրոները և ըևեոները պարզ են, իրար նախորդում են և ընկած են հաոազա յթների հւսմակուր<||ւ ւ|րա

. • 11 հուրք 4ոլքԴ
իրարից տարրեր եա ո ա էք ли / իքն ե ր ի »ամէսկարղ է:

Ւիէոսւրկենր (,-ում վերջավոր կարդ ունեցող մեր ոմ որ ֆ ֆ ո է նկցի ան ե րի 
ո

Л1(/р .. .» /,.) ղասը որի պրոներքչ ե րևեոներր ընկա')

որում ամեն մի I յ, ]=■ 1 , . 
են: Д (/1է . . 1Ո) դասր նէ
={г:аг§г=а; —

. П ւ/րա սրասվէ Այ ար 
շանակենր ձ1(1)*ոէք /1=1 

լքւքլայ ա * քս աւոան^>ու ւ աս
1 = 
են.Ս(/։, . ..,/л) դասի ֆունկցիաների դեֆեկտնևրը։

Թեորեմ 1. Դիցու |> а'(£)£.!/(/,, . . 1Ո) և ևնբսւդբԼնք, пр (1)-ում
Ոէ 7՜-0. Այդ դԼւ։||>ո։Ժ նի՜ւո ևՍ հեաևյալ պնդումնհբը.|) Աանկացած а -=-0, СО օ(ճ։. 1^)=0:

II) Ե|>ւ р(П։>. ... ապա պ0; ՜Ա')=Դ(^, гг՛)-0, ոբսւնդ?(Հ)-Ը ք Խ1 ։19ԻայՒ կաբդն I.:

Թեորեմ 2. Դիցուք ■ա(տ)Հ.Ա(11.............. /„)
ГП—О: Այդ դհս||ււսւք ցանկացած а(-С Հ(ճ; И/)=0:

^(0)^0, և (1)-ում
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