
ՀԱՅԿԱԿԱՆ Խ1Ա ԴԻՏՈԻ^ձՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 01;ԿՈ ԻՅՑՆԱՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМ Я ИСКОМ С С I' —— ■■ » ւ»ւ _ ■ ■>—>-■*_-—֊ւ- ֊ -,
Том 83 1989 " ?Հ՚շ
УДК 519 14-519 71

МАТЕМАТИКА

Б. Е. Торос >»н

О числе {Ւ} -отделимых подмножеств в конечных множествах

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р Варшамовым 22/.Х1 1988|

Рассматриваются непустые конечные множества точек //-мерного 
евклидова пространства /?՞ и вопросы опенки числа подмножеств 
рассматриваемого множества ДсА"1, отделяемых в А заданным клас
сом функций {Г(л։....... хп)}={Л(7х)}={Л}.

1) |Л1((С(л),/, л. £'.Р)1<П |пип(/>. 2’՜*}+•]>

В (1г) было установлено необходимое и достаточное условие 
линейной отделимости ((ад՜ Т^-отделимости) подмножества в конеч
ном множестве. В (։) было дано обобщение этого условия до случая 
рассмотрения {А}-отделимости подмножества в конечном множестве, 
где {У7} — произвольный класс функций. Вытекаемые из этих усло
вий выводы были использованы для установления верхних оценок 
числа {/^-отделимых подмножеств в конечных множествах — при 
различных конкретизациях описаний исходного конечного множества 
отделяющего класса функций {Л}, мощности и структуры подмно
жеств, подлежащих {Уг}-отделению.

Результаты по такой общности рассмотрений ранее не были по
лучены. Что касается вопроса верхней оценки полного числа линейно 
отделимых подмножеств, то непосредственно получаемые из результа
тов работ (։՜3) оценки в общем случае хуже оценок, следующих из 
утверждения Р. Уайндера и др. (см. (4 ’)).

Настоящая работа представляет результаты по верхним оценка.! 
числа IV а,/г(х)֊; ■ АI-отделимых подмножеств в произвольном конеч-

I/-1 I

ном множестве, обобщения некоторых результатов работ (' ’I и 
другие результаты такой же природы Необходимая информация о 
неопределяемых здесь понятиях содержится в (3). Отметим, что все 
определения (’) и настоящей работы, касающиеся множеств функ
ций, носят специфический характер. Их следует понимать как „по 
разделению* или .относительно разделения’.

1. Рассмотрим полный класс {б(д),/, ֊/}.
Пусть /0 обозначает множества всех представителей членов се

мейства / и пусть множество А'~Еп- произвольное.
Теорема 1. Имеют место оценки
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2) |Л1(’<ад

Через .Ч({Л), Дш.0(а)) обозначим множество всех {Г}-отде-о» 
димых шарообразных потмножеств R Еп с центрами в точке а = 
= (2 3 * * *!........ 2.>)ь^'՞. а через Ч({Л}, Л", Д։|1.о(а, г0)) —множество всех та

2. Рассмотрим полный класс V я, . /,(х) -р Ь\— линейное

замыкание заданного множества функций {/։(х)........Л(л'), 1}.
Определение. Пусть классы {Е(х)} и полны относи

тельно множества А R". Скажем, что |/7(х)} и {5(л՜)} эквивалентны 
относительно Д, если М({//(х)}, Д) =.И({5(х)}, Д). Скажем, что пол- 
ные классы {//(х)} и {.$(х)} эквивалентны, если они эквивалентны от
носительно любого множества Яс/?п.

Пусть подкласс {/7ц.(х)}^{/-՝(х)} состоит из всех функций

ких подмножеств, имеющих радиус г0. Множества всех подмножеств 
'• / п \ . / п \последнего тина, имеющие мощность р— У у,

обозначим через Л1({ А'}» Еп} Л)> Р)
Теорема 2. Справедливы неравенства

1) |,И({б(х), /./}. 5 (1, г„))|<

3) /Л/({С(Д /, 7}, Е\ л1։11(а))|^

4) |.И({6(7),/,./}, Лш.0.(7),

■ П
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н.(а-) V . /,(л) Ь с целыми значениями коэффициентов а

и свободного члена Ь.
Теорема 3. Классы {/ЗД} « {^.(х)} эквивалентны.
Пусть функции /((х), / = определены в множестве А $п.
Теорема 4. Если в А не существуют точки 7, 3£Д, 

такие, что С(т) —Л(^) при, гпо для любого подмножества
А^М({Е}, А) существует, отделяющая его функция /-„(х)£{Л|х); 
принимающая различные значения в точках множества А.

Отметим, что утверждение останется верным, если в его Фор
мулировке класс {Г(х)} заменить классом {РДх)}.

Через зДА), обозначим количество различных значений,
принимаемых функцией /,(х) в множестве А.

Теорема 5. Имеет место оценка

Л. ^)|< ri ։,(Л) *1 
г-։\ х,(Д)-1/

Пусть mr(4,p)=max {V /,(x)}-min (ПМЖ- 
A<Q_A л Г-Д, Д»сд |.4.|- р |Дв|*р

Теорема 6. Если функции ft(x), t =\, q, целочисленны, 
множестве Д, то имеет место неравенство

в

|М({Р(х)}, А. />)|^П mA А, р) 
t=\

3. Пусть множество Ас/?я и класс функций {Р(х)} произволь
ны. Пусть также Л4+({/г}։ А)^{А<£2А1'АР0(х) £ {^(Я)}: /\(х)>0 при 

хуД0 и Л0(х)<^0 при х£А\Л0}. Множество Л1՜ ({/ }, А) опреде
ляется аналогично.

Теорема 7. 1) |7И+ .({/=*}, А)| = А)|; 2> Множество
А)ПАС,({О. А) состоит из некоторого количества пар 

взаимно-дополняющих (до А) подмножеств: 3) Ь.сли класс {/ } /г - 
лон относительно А, то Л4+ ({/'}• А)=Л4՜ ({/ }. А)?^Л/(|А}| А).

Теоорема 8. АоеЛГ({Р}, А), <*{+. ֊}, 'погда и только тог
да, когда в классе разрешима система

(V /-(х)-! /г(х)=»х |/Ч*)|
I ..ел, .»елхл. лел 
|р(х)У=0, при хбА.

Из теорем 7 и 8 следуют выводы, которые можно использовать 
в вопросах оценки числа строго {Р}-отделимых подмножеств конеч
ных множеств (аналогично рассмотрениям полных классов функции .

4. Пусть «(х') = (//1(х)..........//л(х))-преобразование координат.
Скажем, что класс {Р(х)} замкнут относительно подстановки и(х) 

если для любой функции имеет место Л(и։,(х),....



Если преобр ։ vmin.ieM «(-<) множество А /?" 
w(.r)

жество В_1 Rn, то запп нем А — В.

отображается на мио-

"(V)
Теорема 9. Пусть: 1) для множеств л, имеем А->В

>(й . ֊ • .и. *
В— 1; 2) класс {/?} замкнут относительно подстановки каждого 
из преобразований и (х) и т'(х). Тогда для любого /Ч.{0, |Д|} имее п 
место равенство |А11։.({Л}, Д. ^)|“|Мл.({/г}, В. /»)|.

Приведем одно следствие из этого простого утверждения.
Следствие. Пусть класс {С(х),/, 7} замкнут относительна 

подстановки линейных преобразований вида и(х) — (а,х1А-Ьх, .. 
апхп Ьп) а пусть для множеств Д=5<’>х ... $«9, Д = 5(12>Х ...Х^ 
выполняются условия: 1) |5<“| = |5р) при 1֊\,п\ 2) для любого /е 

(■{!.//} кансдое из множеств 8^ и Х((2) состоит из последователь
ных членов некоторой арифметической прогрессии. Тогда для лю
бого /?£{0. |Д|} имеет место равенство |/И({О(х),/,/}, Д, ^)| = 
= |.И({О(х),/,Л Д.р)|.

Замечание. В силу равенств |ИС.1({/-}, А, /?)| = (АЩ/7}, А, 
|Д|—р\ и I ИСТ({Л}, Д,р)|-|.Й֊({А}, А, |Д|-р)| оценки числа {^-отде

лимых в Д подмножеств мощности р достаточно рассматривать в 
пределах 0</>«с|А|/2.
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Р. Ь. ԹՈՐՈՍՅԱՆՎՆրքաւքոր բազմությունների f^յ-աԽատԼւի ենթաբազմությունների քանակի մառին
Աշ խ ա տ ան քո t մ հաստատվում են վերջավո ր րտղմ ութ յունների {FJ-ահ^ա- 

տելի են թ ա ր ա ղ մ ո ip յո ւնն ե րի քանակների տարրեր վերին գնահատականներ' 
կախված ելակետային ր ա դմ ո t թ / ան , են թ ա ր ա գ մ ո ւ թ / ո ւնն ե րն անջատող ֆունկ- 
գիս/ների [ F ) ղասի, ինչպես նաև {I ] ■֊ անջ ա աման ենթ ակա ենթ ա ր ազմ ո ւթ յո ւե֊ 
ների , ղորության և կաոուցվածքի նկարագրություններից։

Այստեղ ներկայացվում են կամ ա յական ։/ ե րջավ ո ր րաղմոլթ լան

• ան ե ն խ արա ղմ ու իժ (Ուննև ր ի քանակների վերին գնա֊

‘*ատականնե ր , ք1 ) աշ[иш տ >սնքնե րի որոշ արդյունքների րնղ հանրացու մնե ft 
և ալդ րնա iPh տ / յ ա քղ լան քն ե ր է
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