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Теорема Рисса—Титчмарша (’) об ограниченности в 1< 
оператора Гильберта

(5/)(х)=11т — I х£Я п. в., (1)
• -40 га у—х

|у֊л|Эм
и результаты И. II. Привалова (г) о граничнрм поведении интегралов 
типа Коши—Стнльтьеса устанавливают обозримую связь разложения 
£р(/?) = //*ф//՜ с формулами Сохоикого. Если /’(х)(1-1֊|х|)-1(-/.,(/?) и

1 \ ((х) _(/*(*)• 1ли>0,
2-/ .) х—г 1тг<0,

я
то формулы Сохоикого можно записать в виде

/Цх), х£Я п. в.; ₽±=1(/±5). (3)

где /—единичный оператор. Тогда Р± —соответственно операторы ог­
раниченного проектирования на Н* (см., например, (л)) Извест­
на (см., например, (’)) следующая

Проблема А. Пусть 1<р<оо и яю>0-локально суммируе­
мая на R функция. Когда оператор Гильберта 5 ограничен в 
Ьр(К; К'6/Х)? •

Полное решение проблемы А дано в следующей теореме 
Ханта—Макенхаупта — Видена (4).

Теорема А. Пусть 1<р<оо и локально суммируемая
на R функция. Тогда для справедливости оценки

( 15 ЦР'шдх Ср (* | / |;’ат/х (4)

I я я
с ; „лстантой Ср, не зависящей от /, необходимо и достаточно, 
чтобы м£(Л։), т- е-

5ирр/|_р^ ®ь=дг/х^|<^-|֊во»

I У /
где — произвольный интервал, |7| — его длина.



Проблема А требует уточнения для пространств ие/д), не 
лежащих в А։(/?; (14֊|х|)_Мл), так как выражение 5'/՜ имеет смысл 
не для всех /^ЬР(К։ одх). В этом случае от оператора 5 можно пе­
рейти к подобному ему оператору выбрав функцию П
так, чтобы оператор 5- мог быть применим ко всем /(•/_/,(/?, гч/д) 
Положим

(5)

Задача 1. Пусть 1<С^<^оо, измеримая на R, почти всю­
ду отличная от нуля функция, и для функции произведение 
те> = -г>|2|р локально суммируемо на R. Найти условия, при. кото­
рых справедлива оценка

ф\Ргс1х^Ср ( \/фгд 

'н
с константой СР, не зависящей от /, и

(P7.Pt)(/)=-0. /а„(R. х՝(1х).

(б)

(7)

При *2(г)=1 задача 1 сводится к проблеме А, так как в этом 
случае 5.=5, Р± = Р± и (7) вытекает из (6). Однако из (6), вообще 
говоря, не следует (7)

Реше ие поставленной задачи дано в следующей теореме.
Теорема I. Пусть О — измеримая на R почти всю­

ду отличная от нуля функция и для функции т>=0 произведение 
<£| = г>|0|'1 локально суммируемо на R Тогда для выполнения (6) и 
(7) необходимо и достаточно, чтобы ю^(Ар)и ехр{2/а^Ф(х)} была 
граничной функцией внутренней функции для полуплоскости 
1гпг>0. ֊

Следствие 1.. Пусть П 0 — целая функция и для
функции г'^0 произведение те»-г»|<2|/’ локально суммируемо на R. 
Тогда для выполнения (6) и (7) необходимч и достаточно, чтобы 
тм^(Ар} и

1Я(г)/2(г)|^1, 1пи>0. (8)

Отметим, что класс НВ целых функций, удовлетворяющих ус­
ловию (8) и не имеющих корней при 1тт^0, был изучен М. Г. 
Крейном (5).

Через НВ0 обозначим класс целых функций 2, удовлетворяю­
щих (8) и условию

Нт у~։1п|0(/у);0(/у)| = 0. (9)у-«+х
С задачей 1 и теоремой 1 связаны теоремы расщепления трех 

типов весовых пространств в прямую сумму .стандартных" прос­
транств. Для формулировки соответствующих результатов приведем 
необходимые сведения и обозначения.

Пусть ы£(Ар). Если /(г) голоморфна при 1пи>0, го

(10)

я
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(см. (*)). Аналогично определяется пространство Н\v-dx) в полу­
плоскости 1тг<0. Функции из Н^(-шдх) имеют некасательные гра­
ничные значения п. в. на R и с нормой

11/11р.« = (,ц)
я

Н*(и՝йх) и Н'р(ъйх)— банаховы пространства (®).
Если 1<С/,<СОи> 0^д<Ьо, то IV *7(ия/х)—пространство с

нормой (11) целых функций /(?) степени принадлежащих 
Л/+(«х/х) при ±1шг>0 (см. (7֊’)). ։(тос/л) и 1Г֊։( ач/.г)-банаховы 
пространства (7-н), а и/±0(тсч/л) содержит лишь тождественно пуле­
вую функцию.

Введем пространство Ер(ъйх). Если

1<р<оо, даь(АД Т> = К'|2| р, (12)
то Ер(х'йх)—пространство с нормой

11/ко=(С|/1'^У'’ (13)

R

целых функций /(г), удовлетворяющих условиям 

/(^)/П(г)е//;(^х), /(</”(г)^(№</л). (14)

Ер(г^х) — банахово пространство, причем: 1) если У(г)/<2(г)^0 
при 1тг^>0, то Ер(тдх) содержит лишь тождественно нулевую функ­
цию; 2) если функция й(г)/й(г) имеет в полуплоскости 1тс^>0 ров­
но п нулей (с учетом кратностей), где ибА^и!00}» т0 Ер(одх)-п- 
мерное пространство.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (12). Тогда

£р(/?; гдх) = Ер(г^х)^Нр(и<дх)^Н-/։(^х), (15)

а Ри, Р*, Р՜^—соответственно операторы ограниченного проекти­
рования банахова пространства Ьр(Р\ сдх) на его замкнутые 
подпространства

Ер\ы1х), ЙН*(ач/л՜), &Нр(№дх). (16)

В специальном случае, когда р~2, да(х)=1 и функция 12(г) 
имеет конечную степень, теорема 2 эквивалентна одному утвержде­
нию из работы (10).

Если выполнены условия (12) и 0<з<Ъо, то через 
обозначим пространство с нормой (13) функции /(^), голоморфных 
при 1тг>0 и таких, что

е/вУ(г){Я(г)}-16^;(«'^). (1՜)
Теорема 3. Пусть выполнены условия (12) и 0-<з<ео. Тогда 

Л/;в(гч/х) = £р(^х)^ЯН;(®(/х)фП г; ,(да<Л-), (I*)
а Р^, Р*, Р~—соответственно операторы ограниченного проекта- 
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рования банахова пространства Нрз(ес1х) на его замкнутые под­
пространства

Ер{г՝(1х), !2Нр(идх), Я 1Р՜, (ыдх). (19)

Если выполнены условия (12) и 0«Сз*. «>»о, то через Е’р"ч-(тбх) 
обозначим пространство с нормой (13) целых функций /(г), для ко­
торых

е‘3'г тГ՜՜ “"**)• е~(я-г £/-Г(мбх). (20)
□(г) й(г) '

Теорема 4. Пусть выполнены условия (12) и 0<о։, з_<^<х?. 
Тогда

Е1р‘,-(гдх) = Ер(ибх) (ат/х)0Й 1Г’э (к’</х), (21)

с/ Р, Р*, Р՜-соответственно операторы ограниченного проекти­
рования банахова пространства Ер՝‘'-(/идх) на его замкнутные 
подпространства

Ер(одх), 2 №^_(мдх), ^\Х'рз ^дх) (22)

При р^2, и<(х)—{ в (15), (18) и (21) имеем расщепление в сумму 
ортогональных пространств.

Отметим, что теоремы 2—4 обобщаются на тог случай, когда 
1<С^«\Оо. тс'^(Др). т՛—и'|֊|-е, где й—измеримая на R почти всюду 
отличная от нуля функция и ехр{2/агцй(л՜)}—граничная функция 
внутренней функции для полуплоскости 1гпг>0.
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Վ. 1Г. ւՈԼՐՏԻւ՚ՈՍՅԱՆ_ЬI.։чи|ւ օպերատորին նման օպերատորների մասին. ■ А ւ|եր|ուծութ յան թեորեմներ
Դիցուք \ՀԼթՀԼօշ և W^O իրական աո անցքի վ ր ա [ոկս'լ հանրադու- 

մարնքի ֆունկցիա էտ Lp(H\Wdx) դասում Լիլրերաի ձևափ ո խ ու ՀԺ լ ան սահ­
մանափակ լինելա հայտանիշը տրվել Լ ( 4 ) աշխատանքում! Ներկա հոդվա­
ծում րերված է մեկ ավելի ընդհանուր խնդրի լուծումը։ հշոալին Լ) ֆունկ­
ցիաների if ի դասի համար րերված է մի իէեորեծ L,,(R. vdx) տ արած ու թլու *
ն ր իր որոշակի աեսրի ւիակ են թ ա tn ա ր ած ու իժ J Ոէնն ե ր ի III դիդ դամարի տես­
քով ներկտլտցն ելա Սասին: հերված են նման ւոիպի թեորեմներ /р(Ц\
vdx)֊l> երկու տեսակի են ի/ ա ա Ш ր ած ու իք րււնն ե ր ի վերտրերլ
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