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МАТЕМАТИКА

Р. В АкопянОб одном новом выводе формулы следовдля самосопряженных и унитарных операторов
(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 15/У1 1988)В заметке дается новый вывод формулы следов, единый как для самосопряженных, так и для унитарных операторов. Техника, исполь­зуемая при этом выводе, может быть применена и поп решении дру­гих задач.1. Пусть Н—сепарабельное гильбертово пространство.Ограниченный оператор Т в Н называется диссипативны.и, еслиIm 27 0.Лемма 1. Пусть Т ограниченный диссипативный оператор, 
для которого существует ограниченный обратный. Тогда можно 
определить 1пТ таким образом, чтобыО 1гп 1пТ < ■/.Доказательство. Выделим однозначную аналитическую ветвь 1пг, сделав разрез вдоль отрицательной мнимой осн, и выберем ту ветвь 1пг, для которой —-/2<аг£г<ТЗ"/2.Определим 1ПТ с помощью интеграла Рисса:1пТ =------— I lnz( Т— zl)~dz,J ггде контур Г лежит в области аналитичности 1пг и содержит внутри себя весь спектр оператора Т.Теперь воспользуемся следующей, теоремой Т. Като (’): пусть /(г) аналитическая функция в области 6 и Т ограниченный оператор в гильбертовом пространстве А/, спектркоторого содержится в О. Ес­ли числовая область оператора Т содержится п 6, тогда числовая область оператора /(Г) содержится в замкнутой выпуклой оболочке /(«)• Пусть /,(г)-1п(г-|-/0, е>0. Тогда при 1шг? О /.(г) является аналитической функцией и 0 1т/»(г)<-. Из указанной теоремы Т. Като следует, что 0<1т/,(Г)^к/. Поскольку /.(֊')-'1пг, причем схо­димость равномерная в окрестности спектра оператора 7, то Л(7) сходится по норме операторов к 1пГ (а). Откуда следует, чтоO^lm 1пТ<-/. 3



2. Пусть и А։—самосопряженные операторы, причем — (т։—класс ядерных операторов). £ дПредположим, что И >0. Пусть О(г) = I ֊/?•(.4, где АМА^— резольвента оператора А։ и△(2) = Дл./д1(г) = (1е1(Аа֊г/)(А1-2/)֊1=аеЦ/֊Ы//?ДА1)) (1тг^0).Известно, что (’) А(г) = с1е)£)(г).Очевидно, что О(г) диссипативный оператор при 1тг>0. Легко убедиться, что /Э(г) имеет непрерывный обратный.По лемме 1 при 1гп/>0 можно определить аналитическую функ­цию 1пА)(г) так, что 0^ 1т 1пО(?)«с~/.Отсюда согласно результатам работы (4) 1пО(г) допускает сле­дующее интегральное представление:
) л—г— осгде В(/) суммируемая функция, для п. в. /• )< 1 иТак как 1пО(г)£7։, то $р£(л)4>>

1пД(г) =
Поскольку зр 1п£)(г) = 1п ИеЮ(г), то

к-г 3 .-г ’ — аггде ;(/) = 5р/?(/)£/.։(—оо, ос).Как известно (5), с помощью этого представления устанавлива­ется формула следов для самосопряженных операторов.Далее через Н, Н\ X будем обозначать сепарабельные гиль­бертовы пространства, а В( Н, Н') — пространство всех ограниченных линейных операторов из Н в Н\ /?(△, А՜) —пространство Х-значных измеримых функций /(/), определенных на А«=[— ~, г|, для которых
Следуя Т. Като (в), введем следующее понятие: пусть и уни­тарный оператор в Н, а А^В(Н, Н'). Оператор А называется и-глад- 

ким, если5ир|(|(^-гг/)(^-г/)-»+(^4-г/)(67-։-г/)֊։И*л, А*х)|/4кИР = н?1. х£Н,

Небольшие видоизменения в рассуждениях Като (') приводят к сле­дующим результатам:а) Если А является и-гладким оператором, то сингулярное 4



подпространство Н>(П) оператора и входит в ядро оператора .4 
т. е. Ах=О, если х£Н,(и), и ։ир|]Л£и(/)||«/|/|,
^де Ей спектральная мера оператора и, /—любой интервал из к, к], а |/|—длина интервала /.б) Пусть П=П(^,Х), И—оператор умножения на еи в этом 
пространстве и А±В(Н, И') является И-гладким оператором, 
тогда существует В(Н', Х)-значная слабо измеримая функция Г(1), 
определенная на Д так, что1) И(ОИ<1И1к и Л*х'=-'Л7)х'} для любого х'^Н',2) лх= С х={х(/)}ел/.АИз первой части утверждения а) следует, что при рассмотрении {/-гладкости оператора А, не нарушая общности, можно предпола­гать, что и абсолютно непрерывна.Пусть и П2—два унитарных оператора, причем £/։—П1— 1'Ьп. Тогда П2 = (/4֊ 1/С/р|)(71=(/4֊Г)6/1, Т= Так как (/֊ГТ՝)—уни­тарный оператор, то 7՝ = т;( *, ?>)?;; 1-Н/= ехр(т9,), 5рТ = ^ту / / (— -<9У«?-). Поскольку |ту|=2|з1п9;/21, 2£1'/|<оо, то V |9у|<Ъо. Пред- 

/ ;положим, что 0<9у<к. Пусть И(г)-(и2— г1)(их — ;/)-’ =/4- 17?дЦ) (|г|^=1) и £),(г)=С/£)(*). где £7=(С/2С7г’)~1/2. Очевидно, что 0=!-\-1\, %7.£7։ и бе1(7=П ехр( —т9у/2). Легко проверить, что £>։(г) при [г|<1 /является диссипативным оператором и имеет ограниченный обратный. По лемме 1 можно определять 1п/)1(*г) (Н’СО так» чтоО 1т 1п/>1(г)<«/ или 0^ £е(—/1п£)։(г)) «с-/.Согласно обобщенной теореме Рисса—Герглотца (6)
I Се"+г 1пЛДг)=± 2 . е"—гтак как 1т( — /1п/)1(о)) = О.Здесь Л(/) ( — г<к)—неубывающая неотрицательная опера­тор-функция. По теореме 11аи марка (8) существует такое гильбертово пространство Н՛, разложение единицы Е(() (—в // и о։ ра- ниченное линейное отображение А из Н՛ в Н, что

Р(Г)=АЕ(ПА*~Пусть И тот унитарный оператор в Н , для которого £(/) является разложением единицы, тогда1п/)։(г)- Д(6Н֊г/)({7—г/)֊’Д*. 5



Лемма 2. Оператор .4 является и-гладким оператором, 
причем ||Д||с«^1.Используя лемму 2 и утверждение б), нетрудно установить, что

к

Г &11 -4-2Л(^+2/)(^-7/)-М*= #(/)<//,J е'1— г— Xгде В(/)—суммируемая оператор-функциа, для п. в. / Таким образом
1пО։(г) =

Так как 1п£)1(о)=1г.(6'аЦ-|)2 =‘у219*( • » ?*)?*»4- 
то

—яОтсюда из неотрицательности оператора 8(0 следует, что #(067։ для п. в. ”, «].Поскольку 1п£)1(г)Ь7։, то
$р1п/Л(г)= 4г ( '֊֊-^5р#(/)^= ֊ 2 3 е г 2— Жгде т,(/) = зр£(О.Откуда уже нетрудно получить формулу

I I I* 2>пА(г)=±^М± £_Ь?Т((0^. (1)2 * 2 J ен — г— ягде Л(2-) = бе(£(г).Итак установленаГе о рем а. Пусть Ц2 и О2—два унитарных оператора, причеми Д(г)=։1е(((/а—г/)(С'|-г/)-։ (|>|/1).
Тогда существует вещественная измеримая функция >(/)^/ / —”) 
такая, что имеет место формула (1), при этом

Гу((0</7=^Ол.— кФормула следов для унитарных операторов устанавливается с по­мощью этой теоремы известным способом (9).
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Ռ. Վ. 2ԱԿ11ՐՅԱՆ
Ւնքնահամսւլուծ և ուեիտսւր օպերատորների Տամար հետքերի քանաձևի 

մի նոր ապացույցի մասին

զոդվածում տրվում է հետքերի բանաձևի մի նոր ապացույց ք որր հիմնված 
/ սահմանափակ հակադարձ ունեցող դիսիպատիվ օպերատորի համար լոդա֊ 
րիթմի սահմանման վրա։ Այդ ապացոլ յցր մ ի ասն ական է , ին լպես ինքնահա- 

մալած, այնպես էլ ոլնիտար օպերատորների համար։ Ապ ացոււցի մամանակ 
ստացված ինտեդրալ ն երկայացումներր կարոդ են օդտադործվել նաև այլ 
խն դիրն ե ր լուծելու համար։
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