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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
К. Г. Гуляй, Г. Г Мхитарян. С. М Мхитарян

О концентрации напряжений возле щелей или тонких 

включении н неоднородной среде при антиплоской 
деформации

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Г» Л. Абрамяном 24 V 19КЯ1

Ряд важных вопросов о концентрации напряжений -возле пил. । 
или абсолютно жестких тонких включений в однородных упругих сре­
дах исследован в (' Многие результаты в этом направлении отрл 
жены также в (3 *).

В настоящей статье рассматривается вопрос об определении основ 

них характеристик концентрации напряжений возле системы про ।. 
вольного числа щелей или тонких абсолютно жестких включении, рас 
положенных на одной линии в находящемся в условиях антиплоской 
деформации бесконечном пространстве, модуль упругости которого по 
вертикальной координате изменяется по степенному закону.

I. Пусть упругое неоднородное бесконечное пространство, отнесен 
ное к правой прямоугольной системе координат Оху ՝, состоит из верх 
пего и нижнего полупространств, причем верхнее полупространство 
>0 обладает модулем упругости Е=Е г' (0^-< 1) и коэффициентом 

Пуассона зЧ1 а нижнее полупространство с<0 модулем пругости 
£=£71гГ и коэффициентом Пуассона о_ П\сп. далее это пространст­

во в плоскости г=Э содержит сист м\ с возных вдо.-.ь оси Оу ше.ий
V
и —ОС<у<ОС
»-1

2____ V)

(а*_|<Л*֊1<а»; А = 1, 2,... Л, £.х>алг)

и нагружено такими силовыми факторами (приложенными к берегам 
щелей касательными силами по направлению Оу или равномерно ра 
пределенными на бесконечности касательными силами в том же направ­
лении или же сосредоточенными вдоль определенных линии, парал­
лельных осн Оу, и равномерно распределенных по ним силами), кото­
рые обеспечивают возможность нахождения пространства в хслови1\ 
антиплоской деформации с базовой плоскостью Охг. Тогда отличной 
от нуля будет только компонента смещений г'(Д*, с) в направлении ш । 
Оу и можно ограничиться рассмотрением системы линейных шелеп 

о

в плоскости Охг, являющейся следом указанной выше системы шхщи



О в этой плоскости При этом поскольку при помощи известного спо­
соба воздействия всех силовых факторов можно свести к нагрузкам, 
приложенным к берегам щелей, то будем считать, что

■'.-у!-- о (-*' (*(/).
тем самым предполагая, что верхние и нижние берега щелей нагруже­
ны касательными силами разных интенсивностей.

Выведем разрешающие уравнения поставленной задачи. С этой 
целью плоскость ( хг осью Ох разрежем на верхнюю (4֊) и ниж­
нюю (—) полуплоскости и запишем выражение вертикальных смеще­
нии их граничных точек В соответствии с (1.1) введя в рассмотрение 
функции

/?={г=0; |х|<оо}),

согласно известным результатам (1։5) будем иметь

и.(х, 0)—т»±(х)= + — ( ֊֊ (֊о©<х<оо), (1.2)

— а-

»±-2(1+«±)Г(1+»/2){/к£*Г|(1+»)/2]}-1,

где Г(х)—гамма-функция Эйлера- ֊| 1

Далее введя в рассмотрение скачок смещений на щелей

из (I 2) получим уравнение

- [ =ф(*> (-оо<х<оо). (1.3)
» .) |х-։|-

— ои

Т(х)=ГТ՝(х}+Ь-Т (х).

Если теперь обратить (б) уравнение (1.3), придем к следующему клю­
чевому уравнению:

Т(х)= Г »гп(х-фУ№ (_00<х<00(
21Г 3 |х-5|‘-’

Л

(1.4)

Рассматривая ключевое уравнение (1.4) на системе щелей А, при­
дем к следующему разрешающему интш родифференциальному урав­
нению:

2к
(1.5)

• I
/(*)=&>♦(*) М>?_(х).

которое должно рассматриваться при граничных условиях

,(а»)=1(^|=() (£=1,2,.,., V), (1.6)
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выражающих условия непрерывности смещений т/±(д) 
точках щелей. Рассматривая же (1.4) на /определим 
вне 1. на линии продолжения щелей:

Т(Д )= 1՜ *РП(Л -$)?'(
2"(iJ', Н>՜) |л՜ -$|’

f-

в концевых 

напряжения

(17)

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению 
интегродифференцнального уравнения (1.5) при условиях (16) после 

чего касательные напряжения вне щелей сразу определятся по форм,- 
ле (1.7).

Предельный переход 0 в (1.5) и (1.7) приводит к основным 
уравнениям

/

~֊/оРО (XG),

Ю- (X); 0±=2(Ц-з±)/т:£±

?'(s)ds
(л(£')

обсуждаемой задачи для обычною упругого неоднородного пространст­
ва, находящегося в условиях антиплоской деформации.

Рассмотрим частный случай, когда 7.-{с <>: х>0), т. е. случайпо- 
лубесконечной щели. Тогда уравнение (1.5) и условия (1.6) примут со­
ответственно вид

^.Ч2.).=м (л>0) (| 8(

2՜ и Iх՜ $1՛
о

а(0)=0. (1.9)
Чтобы построить решение уравнения (1.8), воспользуемся ортогональ­
ным интегральным соотношением (’)

— f sg-tl(A՜՜ 11$ ’/2J_„(,/$)</$= 

о
(1.10)

= 2^ес(гу/2).-,л(з-„/гу,_ 

Г(1- )
де jf>0, «=(1+*)/2, а ^(д՜)—функция Бесселя первого рода. 11с-

10Дя из (1.10). решение уравнения (1.8) представим в виде

?'(х)=х—/’j Ф(/.)/_.(>■/x)df. (А->0). (11п

о
Подстановка (1.11) в (1.8) с учетом (1.10) после некоторых преобразо- 

аниц даст
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I 11 — V V * С г—Ф(л)=_и1-------к------ х«' •>'*/( л)Л ,(>/х)т/х.
2’*С08ес( ”х/2) .1 

о

(1.12)

причем для сходимости последнего интеграла достаточно, чтобы 

/(х)=О(х»֊։)(л֊ 0); /(х)=0(.г/* •) («>0. х-оо).

Теперь, проинтегрирован (1.11) и учитывая (1.9). находим

с(л-)=2л(‘-’>'г | Ф(/ )/|_.(>/л-кА. (х>0). (1.13)

о

Таким образом, в разбираемом частном случае решение разре­
шающего уравнения (1.8) — (1.9) дается формулами (1.12) — (113).

Отметим, что для вычисления коэффициента интенсивности напри 
женин можно пользоваться развитой в (в) методикой, где, как и в 
С |0), рассмотрены другие частные случаи при плоской деформа­
ции

2. Теперь в такой же постановке, как выше, для упругого неодно­
родного указанного типа бесконечного пространства, находящегося з 
условиях антиплоской деформации, обсудим аналогичную задачу о 
включениях, когда система сквозных щелей (2 заменяется системой 
абсолютно жестких тонких включении идентичной конфигурации, при­
чем включения в вертикальном направлении не сопротивляются изги­
бу. В этой задаче, сохраняя прежние обозначения, требуется определить 

скачок касательных напряжений Г(х)=Т.(х)—/ (х) на системе вклю­
чений Ь. а также касательные напряжения ~(х) и вертикальные сме­
шения ф)=0,(х) = г'.(л) вне /., т. е. на При этом считается, что

г'Дх, 0)=г'Дх)=о_(х, 0)-у_(х)=/(х) (х££), (2.1)

где /(х)—наперед заданная функция, обусловленная приложенными < 
бесконечному телу силовыми факторами.

Выведем разрешающие уравнения поставленной задачи. Для этого 
равенства (1.2) рассмотрим как интегральные уравнения относительно 
Т. (х) и их обратим. В результате будем иметь

Л

֊ 2֊ |х—»;

откуда

Т(Х) = УС.Я^>/2> ? *Вп(х-5) $ .00<Х<00)> 21

у(*) (х) + (н;)-։о.(х)

В свою очередь обращая уравнение (2.2), придем к следующему кл» 
чевому интегральному уравнению задачи: 1
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(—°о<Х<ои)
(2.3)

Далее рассматривая ключевое уравнение (2 3) на системе вкл 
чениб и учитывая (2.1), „ридем к ра,решающему интегральномуX 

нению задачи (х(7.)

(' 7(տ)մտ -
.1 '/(х) Ч(а;) ՛>• (2.1)

которое должно рассматриваться при условиях

7(л)г/х=0 (* = 1.2......... Л-). (2.5)
"Л

выражающих статические условия равновесия включений. Рассматрн 
вая же ключевое уравнение (2.3) на £', находим

г(х) =(>».) Г 7'(տ)մ.հ
.) |х-$|’ 
Л

(-*€/-) (2.6)

Гаким образом, после того, кек найден речи ни»՝ уравнен՛!.: 
(2.4) ֊(2.5), вертикальные смешения вне включений бу I. г ■ ие । 
литься по (2.6).

С другой стороны, поскольку в обсуждаемой задач? г (л) 
—т»_(х)=Ф(х) =0 ( -оо<^х<Ъо), то из (1.3) или (1.4) виге 1 т, чт > 
7 (.<) = ։> Т (л) -։> Т(х) 0 ( -оо<^х<оо), откуда

Г..(х)»-»*(»֊)֊։Г (х) (х^Л); т(х) = О (հՀԼ ).

В заключение отметим, что в частном случае о того гг>лубес- 
конечного включения решения разрешающих уравнений (2.4)—(2 6) 
в явном виде можно построить при помощи результатов из (”>

ереванский институт народного хозяйства
Институт механики Академии наук Армянской ССР
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Ան1ւամասեո մ|ւջսւվւււյրում հա քերի և բարակ ներդրակների շրջակայ քում լարումների կենտրոնացումների մասին հ ւ ։ ւ կ ւս հ ա ր լ» դեֆորմացիա յի դեպքում
Ղ իւո արկվ ու մ Լ Հակսյհարք^ ղհֆո րմ ա ա յքւ պա յմանն երՈէէ^ գտնվող ան- 

վերջ տարածությունոլմ մ/ւ երկայնրով դասավորված կամայական {^վով
ճարերի կամ րարակ բացարձակ կո՝ա ներդրակների համակարգերի ^րչ,լ:է՛ 

Ա1յրՈէ մ յա րումն երի կենտրոնացումների հիմն ական բնուք^ ագրի չն1 րի ո[էր\ 
ան հարցը, երբ տարածության առաձգականության մոդեյր րստ ուղդա 

!*սց կոորդինատի փոփոխվում Լ աստիճանային օրենբով։
Խնդրի լուծումր բերվում է, որոշակի եզրային պայմաններով, ինտեգրա
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ցիֆերենցիալ հավա սարումների լուծմանը > որոնց կորիղներր աստիճանային 
տիպի ֆունկցիաներ են։ Նշված են մի շարը մասնավոր դեպրերէ երը քննարկ, 
վող խնդիրների լուծո մներր կարելի Լ կաոոէ ցել փակ ւո ե սրերո վ, որոնր պ ա •֊ 
րունակոէ մ են ինտ ե ցրալներ կամ օրթոգոնալ րազմ անդամներով անվերշ Հար֊ 
րեր։ Մասնավորապես, կիսասւնվերգ ճարի կամ ներդրակի դեպքում կաոոլց֊ 
ւէած են համապատասխան ո(ւոշի, հավասարումների էի ակ լուծումներ րւ
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