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(Представлено ai.ч емкком АН Хр'.рнскон ССР М. М Джрбашяном 8/V111 1988)

1 . Пусть D - единичный круг на комплексной плоскости, I՝—его 
граница, Нр(О<р^-Р^о)- класс Харди в D. Символом J' обозначим 
множество всех голоморфных в D функций, имеющих там ограни

ченный вил. т. е. /£• । ’ f—~> г ։е hp-H . / = 1,2.
Л2

। ела /с/.\Г), то через Дл). rtfcZ, будем обозначать коэффициен
ты Фурье функции /. Пусть 2-{зч}։ последовательность монотонно 
растущих положительных чисел.

В той заметке мы полечим полную характеристику тех я, для 
которых возможна нетривиальная оценка

Л Const л|Я֊«1|^ —\ /€vrfiP(r), л- 1,2, ... (П
Зл

1ля формулировки основного результата заметки введем также
обозначение: . д’

п* г"/«*=snp —, 7(r)»sup—. Awl,.. ; г>0 (2)
"Л>ЯЧ п>1 1Пл

Георема 1. Пусть о - — последовательность монотонно
растущих положительных чисел. Тогда, если выполняется одно 
из следующих эквивалентных условий;

а)

61

(3)

(4)

ш<> оля каждой /£/,։(Г)р,1" из условия (1) следует, что f(—n)—0, 
п 1.2........

И обратно, если г удовлетворяет условию

log 1 =7л log/ 1 -f- -А л-1,2. ..о (5)
*л \ " /

где ;п- чонптинна растущая положительная последовательность, 
и ес ги интеграл (3) или ряд (4) сходятся, то молено построить 
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функцию fi-t'f £■((), для которой ко<фф„ц,и.я„м р удоелет 
еоряют оценке (1). В то же .реян /(-л)^0. Л-|.2, „ „яд
Фурье функции f имеет в и О ՛ '

/(*'•)- V с»е'*՝.
(6)

Замечание!. В том случае, когда последовательность 
= {ая}г растет достаточно регулярно, например, удовлетворяет усло
вию (5), утверждение теоремы 1 можно выразить непосредственно в 
терминах я = {ап)|. А именно:

I е орем а 1*. Пусть ։={։„;, удовлетворяет условию (5). Тог
да для того, чтобы из (1) следовало /(—л)=0, л = 1.2. необ
ходимо и достаточно, чтобы

(7)

При этом, если последний ряд сходится, то можно постро
ить функцию /£-’Т|/.*(Г). для которой f(-n} удовлетвор tern 
оценке (1), /(—л)¥=0, л=1,2, ..., а ряд Фурье функции f имеет 
вид (6).

Замечание 2. В том частном случае, когда 1л=ехр(Д/л}, 
л» 1.2,..., Д>0, Г. Шапиро в (') установил, что из (1) следует 

/(- л) =0, п = 1,2....... а при хл «= ехр{л'1}, л = 1, 2, ..., 0<1< — он до-
2 

казал, что существует функция /СГП^։(Г), для которой выполняет
ся (1) и /( —л)/0, л-1,2.......

Доказательство теоремы 1 основано на ряде вспомогательных 
утверждений. Пусть ?^>0. Н( 0)—множество всех голоморфных в О 
функции, введем в рассмотрение банахово пространство голоморф
ных в И функций:

ДА/(£)):|/(г)|<
(1-|г|Р

il/Ц<, = supI —|.г|р, положим Д,. Введем в 4 топологию
ifD 9>0

индуктивного предела банаховых пространств Дз-
Относительно этой топологии Д, превращается в топологичес

кую алгебру. Если f£A,, то через (։^ф) обозначим замыкание 
■ def

множества ./՛ • / в пространстве Д ;. здесь .Р—множест
во всех многочленов от г. Следующая лемма непосредственно сле
дует из претставленнй Шварца (см. (’)). Пусть Df(z)

z^D, Dnf=Dn~՝{Df).
Лемма 1. Пусть ft А., /(г)¥=0. тогда для любого на

турального п справедливо представление
Р7(г) = 1/л(г)/(г). где

yn(z)[H(D) и удовлетворяет оценке
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4 * с
Лемма 2. Пусть £( ,) = v ~ ’ -tt1 D Если 11m 0, п »

л»О чП &“• г»
«О, 1.......  то по формуле

<
<l>ff(/) = lim -J- ( /(pe'*)g(e'’)rf?, (8)

о 2т: ]

пор >՝н дается линейный непрерывный функционал на Л .
Следующее утверждение следует из леммы 1.
Лемма 3. Если /(Др» /(г)/О, то функция 1)я{ принад

лежит подпространству Еу^д/а дли любого :^>О, п = О, 1........
Лемма 4. Пусть з {1„} удовлетворяет условию

(4^ аг<^ к
где Т(г) определяется по формуле (2). Тогда существует целая

функция б п ՝рпдка — ■ и нормального типа, для которой

V |G(„)|<4~. |G(X)|«^1
л 1 7’(Х)

х>0.

Наметим ход доказательства теоремы 1.
II сть тогда хороню известно, что / допускает прелстяв- 

ле нас

Д(г)5,(.г)0(г)
52(г)

г е В—произведение Бляшке, Sj сингулярная внутренняя функция 
1.2,). Q внешняя функция.

dvl
lb скольку /££'(Г). то нетрудно заметить, что функция -i= 

— BS}Q f St принадлежит классу Н\ поэтому

^7('.)ОДК’1 = 0, л=1, 2....... (Ю)

г
+ *

Следовательно, если ряд Фурье функции / имеет /— V спе‘п', 
—

то. • • ।ля из последнего равенства и учитывая условие (3), легко

hi д< I, что учкция /(.)■= v С п\ п, -.£С։\Р. по формуле (8) по- 
и = I

ро кдает (инейный непрерывный функционал на Л,, при этом 
ФИ /:(52)

Прим՛ ii .а леммы 2 и 3, получим PeJ L)nSv О, 1, ..Исполь
зуя эго и усл<1В:и (3), отсюда выводим сь 0, k=-- 1, —2....... Для
установлен։! ՛ обратного утверждения воспользуемся леммой 4 и пос- 
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Троим функцию <(■.) * \'0(/|)'. <1 НЬч! л֊’ — 1 • гН ь л-н<ь </~ построен пая в лем-
ме 4 целая функция. Исходя из теоремы Вигерта-.1о (см. (»П за 
ключаем. что / имеет аналитическое продолжение а С1 {1} УчНТы 
пая оценки, полученные в лемме 4, устанавливаем, что указанное 
продолжение имеет ограниченный вид в И и удозлетворяет всем 
ловиям теоремы I.

2°. Прежде чем привести применение теоремы I к и.^классам 
функций из .»■ с бесконечно дифференцируемыми граничными зна
чениями, введем некоторые обозначения. Через ՛ обозначим ՛ 
местный подкласс класса 6^

« «
Hm log+|/(?e,*)|</?= Г log+|/(e/;)|J?. 
i -*l — О 

—« -ж
С последовательностью положительных чисел Л1={ П„}՝ свяжем 

функцию Островского 7(r)-=sup—֊ (г>0) и обозначим через С՜(.И) 

класс функций /МЛ граничное .значение которых не Г удовлетворя
ет оценке

£«0. |______ 111)
где Л/ положительное число, зависящее только от Л Г.сходя из эле
ментарных свойств функции класса *■!՝, нетрудно построить функцию 

граничное значение которой удовлетворяет условию Гь-С (Г), я 
то же время Естественно возникает вопр. с о полной х.зра -
теристике тех Д1 = {Л1А}’, для которых из условия (II) следовало 
/(-Л~+ или, что то же самое, чтобы из (II) следовала опенка

|/(*>(г)|<Л»Л1*, |г|<1. (12)

Справедлива
Теорема 3. Пусть последовательность положи

тельных чисел. Тогда
1. Следующие утверждения равносильны:

а) Из (11) следует оценка (12);

б)
‘ logT’(r) (13)

ГЭА’

2. Если последний интеграл сходится, то можно построить 
функцию /СС^(М) такую, что /<1՞ и, следовательно:

к ]№, (р>0).
Из этой теоремы следует следующее уточнение теоремы I . 

Салинаса (см. (4)).
Определение. Скажем, что класс С;(.Ю являет՛ я квази- 

аналитическим, если из условия /^С^Д.Ч). /‘‘ (-0) ՛■ 1՛

при некотором '.^Г, следует, что
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/0=0, :ег. ՛

Теорема 4. Следующие утверждения равносильны:

а) книт С (.(.И) квазианалитический; 1

л. 1' logT(r) . .6) I ———- dr — по.
J г3/2

При этом, если последний интеграл сходится, то можно 
построить рунк.ию /£С .( И) такую, что (Zo)-»O, Л-0,1,..

при некогп ՝ром \,<Г, в то же время /Ы՝+. ‘ ч
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Ֆ. Ա. ՇԱ1րՈՅԱՆ. Ի. Մ. ԴեՎՈՐԴՅԱՆ

Սահմանափակ տեսք|ւ ֆո:նկց|ւսւքւԼր|ւ !bnirjb|i գործւս1||ւցներ|ւ նւ|ագման 

արագության pGnipiuqrnidp և lb. Սա||ւնաս|ւ pbnrLdji նջգրտումը

^որյ վածում ստացվել Լ շրջանում անա լիտիկ սահմանափակ տեսքի և 
շրջանա զծի վրա \անրա զում արելի ֆունկցիաների րացասական ինզեքսներով 
ՖքԱրյԼի գործակիցների նվազման արա գոէք^ յսւն րնոէք/ազիրրւ Դրա հիման 
վրա տրվել ( րվտ զի ան ա լի տ ի կ ղասերի վ երարերյալ Ռ, Ս ւպինասի հայտնի 
թեորեմի ճշգրտում ր։
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