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Задачи малокапряженноои составных тел

(Преис .лепо <ы. кирр АН Армянской ССР Г։. .1 Абрамяном 22/¥1 1988)

Рассматривается пространственное малонапряженное состояние 
। а крае контактной поверхности составного клиновидного тела со сте 
пенным упрочнением. Фундаментальное исследоване в этой области 
!ля линейно-упругих составных тел приведено в монографии ('). Воп

росы концентрации напряжении в угловой точке при степенном законе 
хпрочнения впервые рассмотрены в (- В статьях (■* 5) обсуждаются 
вопросы малонапряженностн составных тел со степенным упрочнением.

I Пусть два призматических тела из несжимаемых степенно уп
рочняющиеся материалов, соединенные по боковым поверхностям пол
ным прилипанием и нагруженные непрерывно распределенными внеш
ними силами в других боковых поверхностях, находятся в состоянии 
пространственного ’напряженного состояния. Выделим около края кон
тактной поверхности призматический элемент и приведем цилиндри
ческую систему координат г, (>, г. Величины в областях —3^

обозначим, соответственно, I и 2.
В каждой из этих областей имеем дифференциальные уравнения 

равновесия

соотношения между компонентами деформации, перемещения и напря
жения

он и . \ до дю п ди . дю
— Т՜ ՚ Տ® — Г ТТ՜ » ех ~ . 1 2 1’гв — »дг г г дч дг дг дг

_ до г> I ди до ,1 дю .
^ ‘րէ~ л ՜! ՜օ՜ ’ ~ ս՜ ' 77՜ ’ 3°՜՜ ^е° ’

օր ր ր оч дг г дч

;й + 2/?з'ип -’(ег — г»), с.» 5։+2Ле«-։(е,—е։), 

՜էյ֊շ^Հ «ր4«։ + տյ = 0.
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’о У (ь֊ во)* + (в» ֊У 4 (՛,-а,)’■ + 6( -1֊+ -։; (2)

ео' ев)։ + (Ев-г03 + (^-'г)։4б(7^47’1+^)_

Принимается, что степени упрочнения т обоих материалов одина
ковы, модули деформации к различны

2. Полагаем, что деформированное состояние элемента слагается 
из плоской деформации н деформации кручения. Такое деформирован
ное состояние характеризуется отсутствием продольного удлинена I 
элемента ։*=0.

В каждой области (/ = 1,2) решение при /1 представим с. - 
дующим образом:

(/.— \)т 1

'2)АГ/Л 1=Х|14֊(?~I )/п|, (3)

= те,( = Л<г(Х-1,/я

И1~Г'/1, Ч)1 = 0՝+\}г^, ■п>1 = г1^1,

/л -(<[/; + (! ֊ '։)Л1։֊Н'7Л 4֊?/ + <₽?)'"-1. > * 1

где /■<-֊/,(/, б), ?;«(Х,0) искомые функции от 0 и параметра >. При
веденные выражения (3) компонентов напряжений и перемещения 
являются решением системы уравнений (I)—(2). если функции /, и 

удовлетворяют следующей системе обыкновенных дифференциаль
ных уравнений

(??/<)’ -т)®//./=0. (4)

Для краевых условий первого рода на поверхностях & = ։ и 5 = 
= —? принимаем отсутствие внешних сил

(I/;+(1 ->‘)Л1х/)ч^х;х/ -
/|+(1 — )•)/}= 0, Тг -֊ о, 0 = X, — 8 (5)

и условия на контактной поверхности

((/;*<։ ^у։]Х1)'+4чЛьвт{(1Л+0-
|;;-|֊(1-к։И։)Х1 = 1|Г; + (1-А’)/8|х։. = (6’

/1-/2* ?1“ ^2 ^1- 6-0

Система дифференциальных уравнений (4) с условиями (•>> (<՝) 
трсхточечиая задача на собственные значения для определения 
и Придавая различные числовые значения >֊, из (4)—(6) пкленны 
ми способами определяются соотношения между параметрами \ ,• 
т. При условии Х>1 в пространстве этих^ параметров будем иметь 
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область малонапряженности. Принимая находим Iиперпо-
верхностн одинаковых степенен концентрации напряжении /'(а, 3, ,, 
/л, Ка)=0.

При ? О из (1)-(6) имеем случай плоской деформации (I), а 
при /֊0 получим случай кручения (։).

3. В случае ' = 1, т. е. при конечных напряжениях, решение 
системы (1) —(2) можно представить в следующем виде:

з», □»/= -2А(
« 

/»

В,—2А1 (1 ”г*/® Л(1 {-О )/,,
о

(7)
~гг! ~(>г1 = Л/=/Г/С|С|т

и1 - Сг ՝11, г<( = —20/, д О1пг, о», = Сг<р(,

где Л, и С - произвольные постоянные. Приведенные выражения 
компонентов напряжений и перемещений (7) будут решениями сис
темы уравнений (1)—(2), если ф,- и ®, удовлетворяют системе диффе
ренциальных уравнений

,._=_ 4Ц-т)фД1-Ц;)

(8)
4(1 /п)6,?.

В случае граничных условий первого рода однородные условия 
системы (8) будут:

^= —1, '^*=0, в = а, —& (9)

на контактной поверхности имеем

(10)
* <Р>л = 7??Х։. <?։Ч։- 6ж=0

Из условии на поверхностях б = а, 0, — ? для з^ получим 
■ о
Г (1 фф։)-/л£/е+д I (1 -н;)7л^ = 0. (11)

о -3

Система дифференциальных уравнений (8) с граничными условиями 
(9) (II) определяет гиперповерхность ^(а, 8, м)=0 конечных
напряжений, отделяющую зону малонапряженности от зоны сильной 
концентрации.

При /и=1, т. е. для линейно-упругих материалов, задача распада
ется на две отдельные задачи—задачу плоской деформации и задачу
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кручения. В случае у, о т. е. при плоской деформа,,,,,,. ,,„лучим 
уравнение 7

ф-_ -44,֊ 4<|-п,1М|+»,) 
' 1 (։2)

с граничными условиями

(7(1+’^)/. '!■;(։) = '^(—₽)=—!.

___________ (13)
•?1(Ь) = ь։(О), х, /(н-£ )Ч 4:5*.

■Уравнение (12) с условиями (13) определяет поверхность Г{ 
?. гП) — 0 малонапряженпости при плоской деформации. При т | 
из (12)—(13) будем иметь

Р (/ 74 1)со52асо$։Н(7-1)со5г(5-7(7-1)со521֊
— 7$т2а$ш2? г (I 4֊7?)(51п2։СО$2^4-7С052а51п23)--; -0. (14)

Уравнение (14) совпадает с соответствующим уравнением К С 
Чобаняпа ('), если в нем положить коэффициенты Пуассона равными 
1/2-

4. Когда элемент края контактной поверхности совместно испыты
вает плоскую деформацию, деформацию кручения и продольное удли
нение. конечное напряженно-деформированное состояние можно пред
ставить в следующем виде:

аг1= 3»/4~4Л/Ф/Х/, ан = 2А(—— р 

о
(1_г4*/)/.՛^’ ^<( 14- ч*/)Х/«

о
'г г/ — = -4/ф/Х.ь

/, - (/(1-г^)г 1 V?; • л՜ '• <15)

и! -- СгЪ,— ^֊*= , г»<= —2Сл+Сг1пг, 
2 У 3

И),=.Сг-с,1 г Ср֊
/з

где р—постоянная, характеризующая деформацию удлинения элемен
та.

Компоненты напряжений и перемещений (15) будут решением сис
темы уравнений (1) — (2), если функции ?. и ?< удовлетворяю; с1н- 
теме дифференциальных уравнений

4(1—тМЧ-Ф/)______ .
р։4֊4'^-|֊®‘֊!֊м| (1 4- 'УН’ + ՝?1՜ I

(16)
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4( I — ա)-խ®’

?’ք+да | (14- ձ; «յ, /1 ’

Граничные условия для (16) остаются прежние —(9) — (II). Сис
тема уравнений (16) с условиями (9)—(II) определяет предельную 
поверхность Ф(а. {։, ,, /и, />)=0, отделяющую область малонапряжен- 
ностн от области сильной концентрации напряжений. Исходя из сооб
ражений непрерывности, из (16) и (9) — (11) можно заключить, что 
при изменении р от 0 до ос положение предельной поверхности 
Ф —О меняется от г(а, ', т) -0 до / (л, 3, 1) ^0'. В частности, при

0, т. е. при кручении, из (16) получается О/со$0-+/\sln9. Ис
пользуя граничные условия, из (9) —(11) для о<։ будем иметь

^■ИсоН1-” ;Ц>3|со5з|1֊՞ = ()
(> 1-|-/'։С0$2а Г՜՞1 (/1 4֊ркС05^)։

При р—0 из (17) следует уравнение, полученное в (5), а при 
р — приходим к соответствующему уравнению для линейно-упру
гого тела С1)-
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17. Ա. <յԼ1ԼԴ11Ց1ԼՆ
Թաղաղրյւսլ մսւրմիքւնհրի |>Լր|ւսրվ։։ւծու|> ւս։քւ խնւ|իր1'ւԼրո

Նախորդ հ աղո ցցումներում (1>2) քննարկվել են աստիճանային ամրա
պնդումով բաղադրյալ մարմնի միացման մակերևույթի ե գրում թ երլարվածու- 
թյան Հ արցերր >արթ դե ֆորմացիտյի ե ոլորման պայմանների աոկայութւամբւ 
Այստեղ ուսումնասիրվում Լ ավելի րն ղհ ան ուր խնդիր, երր աստիճանուէին ամ- 
րապնդում ով բաղադրյալ մարմնի միացման մ ակե րևոււթ ին կից Լլեմենտր 
գտնվում Ւ, Հարթ ե ոլորման դեֆո րմ ա ցի ան երի Համատեղ ադդեցութ հունների 
պայմաններում: Խնղիրր Տ ան դում Լ սովորական դիֆերենցիալ հավասարում֊ 
նԿ՝Ւ (Հ-րղ) հ ամակարգի ինտեգրմ ան ր ( 5 ) — (() ) եզրային պայմանների դեպ
քում, որոնք բխում են արտարին մակերևույթների արտաքին ու ւ1 երից ագատ 
լինելու և միացման մակերևույթում լարումների և տեղափոխումների ան- 
րնդ Հատոլթյան պա յմաններից:

հավասարումների (8) Համակարդր՝ (9) — (11 ) պա լմաններով սկղքուն-
քորեն որոշում / ֆի գի կա կ ան 
թյան մեջ թերլարվւսծ ոլթյոլնր: 
դեպքեր, ստացվում են (1,յ)

Հո գված ում րնն արկվ ում Լ 
վ ոգ է լ ե մ են տ ր ենթարկվում /

ե Լրկրա * ա փ и/ կան պարամետրերի տարածող 
ք ք ր VԱյս ու սումնասի րութ յուն ի ց, որպես մասնավոր 

ւ ողվածներոէ մ բերված արդյունքներր ւ 
նաե այն դեպրր, երբ միացման եգրում գտնր- 
նաև առանցքային ձգման է
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