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О напряженном состоянии тяжелого круглого кольца, 
усиленного накладками

(Прсдстамено чл.-корр ЛН .Армянской ССР Б Д Абрамяном 9/П 1988)

Основные результаты по исследованию смешанных граничных за­
дач теории упругости о контактном взаимодействии тонкостенных эле­
ментов в виде прямолинейных накладок (стрингеров) с массивным՛! 
деформируемыми телами, восходящих к известной работе Мелана (Ч. 
отражены в (2). Такие же задачи для кольцеобразных накладок с мру 
говыми осями в рамках обобщенной модели Мелана рассмотрены в 
(’)• Из работ в этом направлении укажем также на (4>6).

В настоящей статье рассматривается задача о напряженном состоь 
нин тяжелого круглого кольца, которое по границе своей внешней ок­
ружности усилено двумя одинаковыми кольцеобразными накладками

I. Пусть упругое круглое кольцо платности р, ограниченное дк 
мя концентрическими окружностями и Ь2 радиусов /?, н /?, 

и находящееся в условиях плоской деформации, подверже­
но действию сил тяжести и равномерно распределенного по внутрен 
ней окружности £։ нормального давления На своей внешней ок- 
ружности /,։ вдоль дуг Ьа и а~Ь, где а = /?2е|а|, £ (0<*։</',<
<“/2; а։ 4՜ ?։ = *). кольцо усилено двумя одинаковыми и симметрично 
расположенными накладками малой толщины Л, имеющими форму в 
виде неполных круговых колец. Далее при помощи последних коль­
цевой диск подвешен на двух нерастяжимых лентах, сводящихся к 
одной неподвижной точке (рисунок). Как в (л). накладки будхт трак­
товаться в рамках теории тонких круговых оболочек, лишенных из- 
гибной жесткости. Требуется определить радиальные (</_(9)) и окруж­
ные (т_(б)) контактные напряжения.

Чтобы вывести определяющее уравнение поставленной задачи, сна­
чала рассмотрим равновесие кольца при наличии сил тяжести, когда 
на его внутренней окружности 11 действует равномерно распределен­
ное нормальное давление а на двух симметрично расположенных 
дугах Ьа и аЬ его внешней окружности С 2 действуют радиальные н 
тангенциальные напряжения соответственно интенсивностей 7-(-') >’
’_(«) (=><Р1<3։). причем = т.(-0)--т_(б).

Найдем на Ь2 деформацию кольца в окружном направлении Ц’ 
С этой целью, как в (’), воспользуемся следующим граничным усло­
вием;
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IX
Кривые зависимости относительно!! эффективности систем гетеродинного прие­
ма от уровня принимаемого сигнала при -/-= 0,8мк А2, т~5 • 10~’г, 109Гп,
ЗЛп-10Т11. АГсч- Ю’Гн, А 10. Для кривых /, 3 IV' соответственно равно 
2- Ю~*с; 0,5- 10 -*с; для кривых 2, 4—6 и’=10-*с. Для а в 1. /7 ЮмкА;

для 6 б--104; кривым 4. 5, 6 соответствует /г, равное 1, 102. КР.мкА

.V-гТ = ф(/) -}-ф( Г) -е«»| /ф'(() • Ч (/) | —

(1.1)
֊Р£(Ж)(1֊Н2,։)/4 0 = 1.2).

где последний член учитывает влияние сил тяжести —ускорение 
свободного падения), /V и Г—радиальный и тангенциальный компо­
ненты внешнего напряжения, действующего на границах кольца 
£,(/-1,2). а Ф(г) и Ч(г) — комплексные потенциалы (’). В разбирае­
мом случае

Мд, “ -Чъ Л4. = 0, 7|,..=г_(0), (1.2)

причем функции <?_(&) и т_(6) (—“<&<?:) вне интервалов 71<^^<Сг։։ 
считаются продолженными тождественным нулем.

Далее, приняв во внимание известные результаты из (*), при 
помощи (1.1) и (1.2) после несложных преобразований получим
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• г— 4՜՜՜ 1 Н^и՝ ^)хЛ^и -1֊ —֊ 7 (&)4֊ (1+1^1 _
8тт>12 3 414 ' 8и։(5-1)

_ (х ■ 1)М-.֊1) _ (х+1И, _ р(*Ч-в) *' 3)

32֊|4О8|П9։ 16л|д,?8Л1а1 8кр։$(Ц-1)
3։ я.

+ 4пН<։֊1) .1 + । СО56 | »1пах.(а)Л<;

«I
«ж о

/Д«, $) = V М1пЛмСО5бГЛ ёС)) = V £։С05ДО, 
А—2 ?Т 2

//л-4|281֊*-Л(А-1)ВЧ2(Л։-1)3-Л(Л Ц)]/ЛА, '

£л֊-4Аз1п(/ф1)(5-1)8/Д* (Л = 2,3, ...; 0<9<к); х = 3-4>։;
д*-з‘+Ч-а»֊*-л’о«+?(л»_1 )а-л։; а=/?4//?-’; р^2-9ёРи

Здесь 4 коэффициент Пуассона, а 14 = £,/2(1+4)—параметр Ияме.
Теперь, ограничиваясь ввиду симметрии только правой наклад­

кой и записав ее основные уравнения (3) («1<9<Л) 
(1а
֊֊ =֊-.(б); <7-(«։)-0, 7-(?,)-֊Р/2/?з1паг

где = /?;)-вес кольцевого диска, будем иметь (։)
в

^֊֊/? I(’,<0<?։). (1-4)

Здесь осевая деформация накладки, а *, и £։—ее упругие пос­
тоянные.

Далее из условия контакта
еО)(9) = е։’)(б) («,«?,)

при помощи (1.3) и (1.4) после перехода к новым переменным ;-= 

= 0— — , т^ — и—— получим следующее сингулярное интегро-диффе- 

ренциальное уравнение;
а

—а
?'(^)^т<^?Т(:)+/(’).

которое должно рассматриваться при граничных условиях

?( — з) 0, ։(з) = $ес։/4.

(1.5)

(1.6)

Здесь приняты обозначения

— ։

?(’) - I "(тг)^гп х(՝) ' (^)'Р •-(՝+к/2)^ (~



/<(;, T,) = У, *2*cos(2*E) • sln(2*vj) — V A2»_isin(2*— l)£cos(2* — 1 )vj— 
Д=1

sec*—

ПС

A 
г-1

г—i 
zo

У, /2*cos(2*;) + V /2*_։sin(2* 1.5
*=i “

sec։X

A=4(x-f 8)/(x -ь 1)(«’-!), /зк = 2*sln(2*a)(o— 1 У/Ь» (* = 1.2,...),

.=(2*4-1 )cos| (2* 4֊ 1 h |(8 -1 )»/AM ։, <h=<hlP-
После того, как построено решение уравнения (1.5) —(1.6), осталь­
ные механические характеристики задачи будут определяться по 
формулам

т՝?(0=?(0. 7(0 = ֊«f(0 (—»«;<<։).
Г>'(') = 7'1(5)7’А’2 = 7'։(Е + т:/2)//л9։, 7(Н=7. (4-/2)/.

где Г,(9) -осевое усилие в накладке.
2. Определяющее интегродифференциальное уравнение (1.5) при 

граничных условиях (1.6) сведем к .-.квивалентной бесконечной систе-
ме линейных уравнений, для чего положим

’(?»-т'(.)= " -S
> 2(cosc—cosa) Т=0

tg(:/2)
<g(a/2)

1*10. (2.1)

где Гп(;) —многочлены Чебышева первого рода. Далее следуя из­
вестной процедуре ((3), §3, гл. III), уравнение (1.5) —(1.6) сведем к 
бесконечной системе

1 °՜
Xт ~ У тп^л ~ Qm (ГН — 1,2,...),

~~ л-1
(т, п = 1, 2,...),

ат = ֊2 ctg3/2[Cm4-(/<n.o— seci/2*m)x0], 
2 «г

(2.2)

tg(V2)
tg(v2)

sec(E/2) V 2(cos։ —cosa) flf:,

K<3) = m,n

tg(E/2)
tg(a/2)

Ig(<2)
tg(’/2)

n

sec- sec-/2(cos;—cos*)
2 2 ---------r -------—a; a r,

V 2(cosv(—cosoi)

Здесь Um(\)—многочлены Чебышева второго рода. Выражения К'т л, 
Ьт и ^т\п приведены в ((’), §3. гл. III).

Теперь на основании свойства вырожденности ядра К(Е, vj) и 
функции /(;) из (1.7) после несложных преобразовании будем иметь
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г *-<

(^-1,2, . ..; Д —О, 1, 2, ...);о . о

3*п)։ч | СОЗ

6
6)$1п(/пв)з1п6^9;

СО $П'•?//<?;

/9(а, 0)з!п(/п9)51п0^0;
о

а(л» = соз-р^ созл?4/<р;

о

3^'՞’ — | О(а, 0)з1п(т6)з1п6с?6, О(а, 0) = ^14֊С05։в1д։ 

о

Коэффициенты з(д'։), ЭД"0՛ т^л), а})'т>. ЭД՞1’, представляющие собой ко­
эффициенты Фурье достаточно простых функции, в некоторых част­
ных случаях вычисляются аналитически, а в общем случае эффек­
тивно могут быть вычислены численными методами (’).

Так как согласно (1.7) ядро К(;, т() в квадрате —г1^1 име­
ет непрерывные частные производные любого порядка, то при по­
мощи интегрирования по частям можем записать

Аналогичным образом

Х'Д=^!,"> 0=1.2: «-1.2....)

Исходя из

V'» V |/<(/> | 
т 1 /п .л1 (/-1,2),

л — 1

на основании последних формул и при помощи известной методики
119



(('). §3, гл. III) показывается, что 3^=о(т г+,)(/н-♦оо), ат=о(1), 
где г —сколь угодно малое положительное фиксированное число, от­
куда вытекает квазиполная регулярность бесконечной системы (2.2).

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

И. Ն. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆՎհրւլրսւկներով n t <1Լ ւլսւ i| ւ| in ծ 1цпг ծանր օղսւ1||ւ 
I ա г ւ| ա А այ ի It i||iGiul||i մասին

Դիտարկվում / ծանրության ուժերի աղդ Լրության տակ դւոնվոդ կ լո ր ա֊ 
ոաձղական օղակի լարվ ածային վիճակի վերաբերյալ ^րբ օղակը
իր արտարին շրջանագծի երկու աղեղն հրի երկայն բով, որոնյւ ունեն միևնույն 
երկ Այրությունը և կենտրոնի նկատմամբ դասավորված են համաչափէ ուժե­
ղացված է երկու միատեսակ շրջանային օղակաձև աոաձղական վ երդրակնե- 
րով։ Վերջիններիս միջոցով երկու չձդվող Ժապավեններով սդակր կախված Լ 
մեկ անշարժ կետից։ Խնդրի լուծումը բերվում / Հիչբերտի կորիղով սինդո։լ- 
յար ինս։ եգրալ հավաս արմ ան լուծէք ան , որը Ձեբիշեի ը աղ մ անդամների մեթոդի 
օգնությամբ իր հերթին բերվում Լ ղծային 'ավա սարումն Լրի ոեղուլյար ան- 
վերջ հ ամ ակարդիւ
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