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Разложение Фурье при помощи минимальной системы 
обобщенных собственных функций самосопряженного 

дифференциального оператора

(Представлено академикам АН Армянский ССР М. М Джрбашяном 2, VI |988|

Рассматривается в А'(0,оо) самосопряженный (ифферен нальный 
оператор L, порожденный дифференциальным выражением (’)

| л -I 1 п 2 1

-+ 1^2* i(х)у<»+»]<*։ 0<х<оо,

где коэффициенты рь(х) (£=0, 1......... 2л-2) -вещественные функ я
и удовлетворяют условиям

1 «.
| х-я֊։-*|^(х)|4/л| |р*(.с)-а*|с/л<ои, А=0, 1......... 2// 2,

0 . »
с некоторыми постоянными ар. Область определения оператора / 
описывается при помощи п краевых условий в нуле (их ви I не яв
ляется существенным для последующего).

Выводится разложение Фурье, в котором используется мини
мальная система обобщенных собственных функций оператора 1 В 
случае, когда ай=0 (£ -0, 1....... 2л—2), такое разложение получено
в работах (’”*). Здесь применяется метод, указанный в работе (") 

аУЦ е :п-:
При любом комплексном р уравнение (?(;)==р, где (?(;)=;2п V и»-?, 

“о
имеет в верхней открытой полуплоскости столько же корней, сколь
ко в нижней. Обозначим через М множество всех тех вещественных 
значений параметра р., при которых уравнение (?(;) р имеет комп
лексные кратные корни, а через р։<3‘»<С ■ • • <^1л’~вСе те значения р 
из Л1, при которых указанное уравнение имеет вещественные крат
ные корни. Ясно, что число точек множества .1/ не превышает 2л 1 
и, кроме того, /лг>1. В каждом из интервалов (р*. р* |) (^ I, 
2. ..., т\ рта+|=оо) число вещественных корней уравнения <?(;)=!* 
постоянно. Это число обозначим через 2г* (А=1,2,..., яН- «метим, 
что гя։=1, кроме того, при р<Х уравнение (?О=р не имеет вешес՜- 
венных корней. Пусть Цр)(>=1,2, . .,2г*) вещественные корни 
уравнения Р(с)=р, р։(р*, р*ч), причем они как фснкцип от р непре-

II)



рывны на интервале (р*, монотонно убивают при г* и мо
нотонно возрастают при г*-|-1<Х2г*.

Непрерывный спектр оператора Л заполняет весь интервал 
[Нг ^о). Точечный спектр 7 ограничен снизу и не имеет конечных 
точек сгущения» отличных от точек множества Л/. Если, дополни
тельно, коэффициенты /7*(л՜) (Лг=О, I,..., 2л —2) суммируемы в ок
рестности нуля, то точечный спектр оператора I. ограничен.

При каждом Н-*+1 )• !Ч:ТИ ^7', дифференциальное уравнение 
/|.|=из имеет г* линейно независимых ограниченных решений 
?.(л\ п) (х=1,2,..., г4), удовлетворяющих краевым условиям, соот
ветствующим оператору Эти решения обладают при х-*оо асимп
тотикой

з.(х, и)= -7=։ V ] V фо(1),

где матрицы ($.»(<*))'* ( и гЛ(ц))г* ։ невырожденные и связаны 
гц ____

соотношением V 5.Д}*)5,Др) = V )$,Др), х, 1,2, .. ., г».

Одну из этих матриц можно взять произвольно, а по ней вторг.я 
матрица и решения ?.(х, |») определяются однозначно. Впредь будем 
предполагать, что указанные матрицы унитарны и их элементы изме
римые функции.

Теорема 1. Для любой функции /ьА։(О, оо) и меет, место 
разложение

Г ____ /п-1 /•
У(л) = х; ьдх) Д/)Ы0<#+2 V Ф (н)?.(л-, р)оф-|- 

а л-1 <=1./
0 НЛ

л+ J нМ1,
Нги

а также равенство Парсеваля 

|'|/(х)|Мх=2 
л

и

| /(О'ЫО^
I)

*Л + 1
з'з |'|Ф.(|֊)|Ч֊+| |Ф։(и)|=<А֊. 
А — I х=И . •

НЛ Нт

где {Ых)}~ ортонор мированная система всех собственных функ
ций оператора £, а

ОС
Ф,(ц) = | /(х)з,(х, у)с/х, нлОО* 1, |<А</я. (2)

% о
При этом последний интеграл в (1) и интеграл (2) сходятся по 
метрике £’(0, оо) и £*(н*. н»+«) соответственно.

При помощи замены переменной р=(3(л) полученное разложе
ние (1) можно упростить. Нои любом /^(—ос-,оо). для которого 
Р(М$.МиГ, уравнение /[«] —0(/)и имеет единственное решение 
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Ы(л-,И, удовлетворяющее краевым условиям, соответствующим опе
ратору £, и обладающее асимптотикой

х-в», (3)

где *,.(')(* = 1,2 г(>)) —все те вещественные корни уравнения 
<?(•) <?(>). которые как функции от >• непрерывны и монотонно убы

вают на каждом интервале, не содержащем точек множества и {*;
_ / ’ к « I

<?(')=:**}• В формуле (3) функции $.(л) удовлетворяют равенству 
ХМ

Теорема 2. Для любой функции /6/?(0. ^с) интеграл

^(')= | /(х)и(х.л) дх, —оо</<оо, (4)
• • 

о
сходится по метрике £’( —оо, ос) и имеет ՛ разложение

Эй <х>
/(*)= | 5(к)и(х. / Им V ^(л) I /(/)ЙГ)Л, 0<Л<ОС, (5)

. А
— ЭЮ О

а так усе равенство Парсеваля
СЮ

1՜ I/(х)|Ш=

О -30

|/(оыо^
о

При этом первый интеграл в (5) сходится по метрике А’(0. ос.) 
Сужение £ оператора £ на ортогональном дополнении /?(0, сю) 
линейной оболочки всех собственных функций }»*(х) совпадает с 
абсолютно непрерывной частью оператора I.. Кроме того, форму-

ли (4) и /С*)= | Г().)«(х, > )«//, 0<х<оо,
к/ 
— аз 

в

устанавливают взаимно-обратные изометрические отображения 
£’(0, оо) на £•(— оо. оо) и £2(—оо, сю) на /?(0, оо) соответственно, 
переходящие друг в друга оператор £ и оператор умножения на 
функцию <^(>) в £’(—оо, оо).

Замечание 1. Пусть и Х։ ()0</։) —наименьший и наиболь
ший вещественные корни уравнения Р(>.)=^т соответственно. Югда 
можно получить разложение

Л-
/(Х)= | К() )и(х, ы*) I ЛОМО ^. 0<х<оо.

А. 0
где решение и(х, >.) обладает асимптотикой (3) при Х^(/о,/,) и асимн-

/ ч 1
ТОТИ КОЙ //(X, I )= -7=' /2^1
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3 а м е ч а н и е 2. В случае ւ = 0 (А -֊ О, 12) можно
получить разложение

/(X) 0<Х<ои,

где решение п(л՜. >) обладает асимптотикой

»Л *а Л՜֊ гч..

Здесь ’(')֊տօւ Չ (').
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Ֆուրյեի ւ|երլուծություն |ւն քГниКшմայւււծ ցիֆերենցիա| սս|երաւււււրի 
р Լւ րլ Кш Շ пи ւյ ւ| И1Л սեփական ֆունկցիաների մ ի ն ի մ ա । համակարգի միջոցո

Դիտարկվում է !2(()է&շ) տարածությունում ի նք ն ահ ամ ալուծ զի ֆե ր են֊
ցՒաւ օպերատորր.

1 (Րո Հ-> 1 (Հ
гп с1х-п էէք)Ր* (/х*

ՃԼ
V2 —Լ-1-

* о 1ժ.<*
/92* + 1(Х)

յ*+*

■+1 թ'է >(х)
(Ր
(1Х*

ժ* ՚1
Ճ.Հ^ 1

որտեղ' рк(х) (Л =0, 1 , .. , 2п - 2) գործակիցն երր իրական 
և որոշ Սէ ՜ւ ա и տ ա տ ո լնն ե րի հետ րավարարում են

ֆունկցիաներ են

ւ

। | խ*(յր)-«*|մյք<օս, խօ, 1,.... 2ո-շ,
0 1

պայմաններին; Լ օպերատորի որոշման տիրույթ ր նկարագրվում Լ Ո եզրա֊ 
յին պայմաններով զրո կետում;

Արտածվում / Ֆոլրյեի վ երլու ծութ յան Լ օպ երատորի րն գհանրացվսւ ծ 
սեփական ֆունկցիան երի մինիմալ համ տկա րզի միջոցով:
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