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Пусть Г) -единичный круг на комплексной плоскости. Н\1>) 
множество всех голоморфных в И функций. Предположим, что ? — 
монотонно растущая, неотрицательная функция на /?. (0. фоо1- С 
функцией свяжем класс

Если Г£Н(О), то символ 2/ будет обозначать множество нулей / в 
Г). Углом Штольца, как обычно, будем называть угол раствора 
меньше к, с вершиной на единичной окружности, биссектриса кото
рого проходит через центр круга. М. М. Джрбашяном (*)  было 
замечено, что если ?(б)«=1л/, ДА’', />-0 и 2/ находится в некотор >м 
угле Штольца, то •*

• Отметим, что аналогичное утверждение легко следует из результатов работ 

(6). (’> (см также (*))

В то же время было установлено (’), что если 2/ на находится 
в углах Штольца, то для любого ■?(։); ?(/) । |-<зо, (/—оо) существует 
функция / 0. такая, что ряд (1) расходится. В дальнейшем
Г. Шапиро и А. Шильдс (*)  распространили результат (') на случай 
Т(О=<\ 0<?<1/2.

И, наконец, сравнительно недавно (’) было доказано*,  что если

то для произвольного / г"0, нули которого находятся в угле
Штольца, выполняется условие (1 )• Если же У=-|-оо, то такое ут
верждение может и не иметь места.

В этой заметке мы исследуем свойства нулей функции класса 
X՝ в том случае, когда / = фоо и порядок функции ? равен едини

це, т. е. 11т - — I (•). В том случае, когда порядок функции
Х-»вс ?(Х)
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? строго больше единицы и конечен, полное описание нулей функ
ции ? класса X? получено в работе (5). Для формулировки ос
новного результата заметки введем также обозначение /(.<) =

/ 1 \\|/2
(•[ Ч 1 // I

о
Теорема. Пусть у— монотонно растущая функция первого

р /■?(/)\О2 4 / с(
порчдка такая, что 1 I-—1 Л=֊оо и существует Инн 

) \ Н / г- \ ?(д-)
I

— 1\пх.

1. Предположим, что £=^{гл}п -( находится в некотором угле 
Штольца. Тогда, если 

*

то существует функция /(г), /(г)~0 из класса X*,  такая, что

2. И обратно, если /(г)^Х“, /(г)=£0 и {гл} находится в ко
нечных числах углов Штольца, то для любого натурального чис
ла т и оля любого а, <г>1, выполняется следующее условие:

_  т-1 \ ՛
1Л1гп|)1։ • П 1п//(|гп|) • |1пто/(|гя|)|° 

/-։
где 1п/Л = 1п(1п/-1Х), (/>2) 1поа = 1, 1п1л = 1пх.

Доказательство теоремы основано на следующих вспомогатель
ных утверждениях:

Л е м м а 1. Пусть д(х)= где монотонно рас

тущая функция первого порядка, такая, 

тогда
1) если ( -----Л|пЛх-.„ — С>—2,

\ ?(*)  /
то

(Х->-Ьои)

2) если при х-’Оо то
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• 1еммя 2. Пусть ъ—монотонно растущая неотрицательная 
X

функция первого порядка и Т(х)=. (?(г7)е-у)’/2г/у. Тогда, если

/ ху'(х) Л1пу։<с то
\ ?(■<) /

Г(х)<С՝Р(х 21п/г(х)-С).

Наметим ход доказательства теоремы. Петко видеть, что, не ог
раничивая общность, можно предполагать, что множество 7, находит
ся на радиусе (0, 1). Для доказательства первой части теоремы рас- 

*?'(*)  
?(*)

Пусть 0(5) -непрерывная функция на —оо<5<4֊<х>, причем

смотрим случай, когда (

при 5 50

при $<5’
дифференцируемая функция при 5*<5<\5 0

50у=5*  некоторые точки на оси 5. Далее, пусть

— 00<5<-г00

Й = : |/|<0(5), -ею<5<+оо}.

Предположим, что : = ф։(',) комфортно отображает & на П, тог
да из теоремы Альфорса (8) и из леммы 2 следует, что существуют 
постоянные С2 и С3 такие, что

С*  
(5(а))։ " (/^(3))г '

Пусть ; —1п -—— , где выбрана главная ветвь логарифма, ',= 
1 —г

в՝ — 1= ф։ ’(;)> «>=------- • Суперпозицию этих конформных отображений
<?: + 1

обозначим через ф(г). Легко видеть, что ™ = ф(г) отображает еди
ничный круг с плоскости на некоторую область С «/-плоскости, при
чем С՛ э1). Из (3) и из вида конформного отображения ы-՝ф(֊) 
можно получить следующие оценки:

(4)

Отсюда нетрудно вывести неравенство

где Г — {г : г = ф-’(ад), ти(П}. Теперь докажем, что функция 
= /?(Ф(г)), где

(5)

/и)=
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5(то)-П -/—֊ ир.=Ф(гл) 
я-1 I—

есть искомая нами функция. Пользуясь (4), можно получить следую
щее неравенство: ‘ Ч

1п!5(®)|<2 • Ие^-1- V (1 Рл), к>бС\О. 
и<-1 “1

(б)

Исходя из (2) и (3) легко доказать, что V (1 — ря)< 4 ею. От- 
я—1

сюда, учитывая (5), нетрудно получить следующую оценку:

1п[/?(тг.’)|^С- • е' • ՝ О. (4)
В($)

Теперь, используя лемму 1. учитывая оценку (7), можно показать 
справедливость следующего неравенства:

1п|Я(Ф(г))|<С'8 • ?(֊֊т֊Л ге£)\Г. 
\ 1 - И/

Для остальных г, указанное неравенство следует из того, что 
В('и)) есть произведение Бляшке.

/ \ -»Теперь предположим I -- ----------- 1 |1п|/?хг_ . — ■ 4 оо. В этом слу-
X «(*)  /

чае мы используем произведения М. М. Джрбашяна *,(£,  гп) (см. (’)):

Как установлено (’), указанные произведения равномерно сходятся 
внутри если V (1 —|՝*|) в4г<^4-оо. Учитывая лемму 1.2 работы (5) и 
полагая з^>2, получим

1п|г,(г, гп)[^ сопэ1
1— гпг

В дальнейшем, разбивая эту сумму на два слагаемых, получим

2-
После этого, приводя несложные выкладки, получим:

/ ;^СОП51 •

Этим первая часть теоремы доказана. Для доказательства вто
рой части строится подходящая область со следующими свой
ствами; а) <Л2Г|сЮ —{!}; б) для любой функции функция
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/(ф(г)) имеет конечную характеристику. Здесь Ф֊конформное ото 
бражение Й на £>.

Отметим, что аналогичные построения приведены в (*••• ’•»).
Работа выполнена под руководством Ф. А. Шамояна

Ереванский
государственный университет

0-, Վ. ԴԱԼԼԱՔՅԱՆՇրջանաւք UJГаш11|տ||կ . Lqr|i մոտ и։Ь pmjq տվող ֆունկցիաների ցրոների մաււին
Աշխատանքում ստացվԼլ Լ հ ետևյաք արդյունքը 
Թևորեմ. Թող փ-ն աոաջին կա |1ր1ի մոնոտոն աՏող ֆունկցիա ե,այնպիսին, пр ցււյություն ունի hm (?£!£> _Л|пх:փօօ և
I. ենթադրենք դանվւււմ I» Շսւոյցի անկյան ներսում: Այդ ժամանակ, եթե

ապա դոյություն ունի /(£), /(<)? 0 X*  դասից, այնպիսին, որ ք(շո)-():2. Հակառակը, եթե /(-?)€-¥,  ք(շ)մՕ և {£„} ցանվում ե վերջավոր քանակութտմբ ^տո|ցի անկյունների ներսում, ապա ցանկացած բնական /Ո֊ի և ցանկացած ք/-ի համար, 41Հ>1 տեղի ունի այսպիսի պայման
*

-w*
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