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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. 3 Пстросан

О двух плоских смешанных задачах теории 
упругости длм неоднородной по степенному 

закону полуплоскости

(Пре и -i.tb.whu ч.1 м>рр АН Арчинской ССР Б .1 Абрамяном 11/1У 19М)

Вслед за классическими контактными и смешанными задачами 
теории упругости, основные результаты исследования которых отраже
ны в (4. особое место в указанной области занимают смешанные за
дачи. когда на части граничной поверхности упругого однородного изо
тропного тела заданы компоненты тангенциальных смешений, на ос
тальной части границы —компоненты тангенциальных напряжении, а 
нормальные напряжения везде на границе равны нулю. Эти задачи 
будучи связаны с важными для инженерной практики задачами кон
тактною взаимодействия тонких пластин, лишенных нагибной жест
кости. с массивными телами, в ряде случаев допускают замкнутые ре
шения В этом направлении укажем на работы (։-«), а также на мо
нографию - Лдс

Некоторые задачи из упомянутой области обобщены на случай не
однородного по степенному закону упругого полупространства (‘ г) 
Отметим также работу (•).

В настоящей статье рассматриваются две плоские смешанные за
дачи указанного типа для полупространства, модуль упругости которо
го по глубине изменяется по степенному закону и который находится 
з условиях антиплоской или плоской деформации К таких։ • двум от
дельным задачам сводится соответствующая смешанная краевая про
странственная задача для упругого полупространства, модуль упру
гости которого по глубине изменяется по степенному закону, при пря
мой линии раздела граничных условии и при надлежащем нагруже
нии. : М .

1. Пусть упругое полупространство ?<0, отнесенное к правой 
прямоугольной системе координат Оу։, обладает изменяющимся ко 
глубине по степенному закону моду.՝,ем упругости /:՝ Е .|з|’
и постоянным коэффициентом Пуассона р. Пусть далее на границе 
-•того полупространства имеется совокупность взаимно непереегкаю- 
щихся полос

- “р 0: Լք 'Х}<у<«о] (•/». ։<ծ*..ւ<ս* Ь 2,3.... /V,
< д-ւ I

&л>ал)
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Я полу Пространство подвержено воздействиям таких силовых факто
ров или поля смешений, что находится в условиях аитиплоской ։е. 
формации и иапранленнн осн Ог с базовой плоскостью О, или в 
условиях плоской деформации опять с той же самой базовой плос
костью. Эти два состоянии, к ։к хорошо известно, отделяются др. г 
от друга, и их можно рассматривать отдельно.

Сначала рассмотрим антиплоскую деформацию полупространства

11, обозначив через г 0; |о*, д*) след в плоскости сово-

купноети областей О, для полуплоскости П=(с^0; рас
смотрим слсдую։ц\ю смешанную краевую задачу:

М*. ^^-/(х) (хЩ, -о(х. г)|г о-О (х^С), 

•г(х. л)|։ о = О (х£/?) (I- ֊ R 1.\ R - {г—0; ֊ схкЛге^оо;); 

»/։4֊^х֊*0 (х’-Ьд*— «V, (х, г)(П).
(1 О

Здесь н,—компонент смещения ндоль оси Оу, а /(х)-наперед за
данная функция смешений на £.

Выведем разрешающее интегральное уравнение задачи (! I) и 
ноенгельпо неизвестны к тангездналь чых напряжении ’(х). чей.т \ 
юших на /.. Приняв но внимание известное выражение функции 
влияния для разбираемого случая (*՛"). сразу придем к интсгральн- 
му уравнению

(*еО. (1.2)Л.‘/(х)

я,-2(1 р)Г(1 г>2){Ут.-£.Г|(1 -»2|! ՛•
г ,е Г(х) —известная гамма-функция Эйлер ։.

Если теперь уравнение (1.2) л ре лета» ить а вид*

•А. Цх |

и совершить предельный переход * -0. чо учитывая, что (п'-Пх 
֊•1п<1 (х—О), после։ дифференцирования обеих частей полеченного 
равенства. чтобы избавиться от бесконечной постоянной в известной 
задаче Флимана, из (1.2) излучим следующее интегральное сравне
ние:

Д, ։Г(х) (хе-/.. Да=2(1 1 р)/«£»)

для поставленной задачи (1.1) н случае обычного однородного полу 
пространства, находящегося п условиях антнплоской деформации.

Обратимся теперч» к случаю плоской деформации полупрос трл : 
ства и для полуплоскости II рассмотрим такую смешанную краевую 
задачу:

н,(х, г)|^0 £(х) (х£/); т«Дх. *)|, о (> (•՝։•/• ), 
(13) 
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’-֊(*. г’|.-о=° (Л'£А*); '?,+o*r-0, a,-0 (x։ z?֊-k» (A-, C)£FI).

I la основании известных результатов из (eln) репение задачи (1.3) 
сведем к реже ։ию следующего интегрального уравнения:

1՛ (Л՜,-оу»; л-f/.).
Iх-sr

(1.1)

Здесь —определенная комбинация упругих постоянных полупрос
транства, ирное темная в (”°).

Таким образом, поставленные смешанные краевые задачи и в 
случае антиплоской деформации, и в случае плоской деформации ма
тематически описываются, с точностью до постоянного коэффициента, 
одним и тем же интегральным уравнением (1.2) или (1.4).

2. Далее задачи (1,1) и (13) будем рассматривать п случаях; 
1)/. 'с-0; п<л<<0; 2) /. - (с - 0; х>0}.

В первом случае уравнение! 1.2) примет вид
а
.'ЧХкА՜ , , , к ,------- ; =Д. ։/(Л)(-Д<Л-<о). (2.1)

Iх-5Г 
— а

Если на участке [ л,п| задана равнодействующая тангенциальных 
напряжений, то будем иметь условие

а

I -(ч)^--=Г. (2 2)

—а

Теперь в уравнении (2.1) и в условии (2.2) перейдем к безразмерным 
координатам

( — х/а, и = 5/а

и безразмерным величинам

<?(/) = £«’-.(а/). £(0=о_7(*0. ։• -(£пД,)֊»а’, Г0=(а50)-’Г. (2.3)

В результате уравнение (2.1) перейдет в уравнение

М-1;)). (2.4)
• И-«’ -1

а условие (2.2)—в условие
I- •

( ?(/т)й«^=Тп (2.5)

-1
Решение уравнения (2.1) представим в форме бесконечного ряда

<?(О (I /»)< V ?лС^(/) (2-6)
. о

г-1е ! .о -неизвестные коэффициенты, подлежащие определению, а
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(??(/)—полином л Гегенбауэра. Далее (2.6) подбавим в (2.1) „ ...
пользуемся известным спектральным соотношением Р"’) я ш жо <■* / $ ci । <1 к ж v VC*
ловием ортогональности полиномов Гегенбауэра. В результате нахо
дим

?л -W4’’ (« = 0,1,2,...);
\ 2 / ’

, (2.7)
я!(2« >)|Г(>/2)]2 fI ₽<»>(>֊«’։՛

- I

В частном случае, когда я(/1 %, согласно условию (2.5) и равенст
вам (2.7) придем к соотношению

7U - Heos ֊ ֊vT 1(>4 l)/2|| f г7Г( I + >/2)|

Воспользовавшись известным результатом (”), па основании (2.7) ю- 
жем определить смещение «։(х, 0) при |х|>0. После перехода к б з 
размерным величинам и несложных преобразовании будем иметь

«?(/)--V ?яМ^(/) + (-1)лН(֊0|(|/|-1 ~Г‘ • 

։> .1-0

• А(>/2. 7/ +>; /7+1 +^/2: 2/’—2|/ //2^ПГ- I) ф|>1 ):

где Н(() — известная функция Хевисайда. а Л(л 3: г) .ипергеоме- 
трическая функция Гаусса.

Во втором случае уравнение (1.2) после введения величин (2.3) 
преобразуется в следующее уравнение:

1 : (>/)</«
|/_«Г

МП
о

Решение уравнения (2.8) представим в виде интеграла
CV• V

<р(Г) = Г/г Л(Я 7)1 (’)«/։ /6(0: ГЮ),

о

(2.8)

(2.9)

где х- (/-1)2. /(л՜) 4 уикцпи Бесселя пера го рода порядка /. а 
Ф(г) —неизвестная функция, подле гай > : определс ним». I ■> ставив 
(2.9) в уравнение (2.8) и воспользовавшись спектральным соотно пе
нием (”). а так ке формулой обращения Ханкеля, находим

r(v)՝os( — г. /) 7
v 2 7 I /"-У(֊')Л( » /)֊/< (’>0). (2-10>

-2 1

При этом h i основании (”)
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4(0“ Т • IМ>. (/<_()), 
О 2 1 (у)

° * ж ь * • • *4 Яи

где Л\(/)—известная функция Макдональда.
Таким образом, решение интегрального уравнения дается форму

лами (2.9) н (2.10).
Автор благодарит С. М. Мхитаряна за постановку задачи и цен

ные указания.
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Ս. Զ. ՊՍՏՐՈՍՅԱՆ

Աս Ui |i Gui նա ф 1ւ օրԼնքով անքսս մասն n l||> uuifiui rp ni pj ա ն ճամար 
uiiiiuaqiulpuGni pi iuii inbiini p । աև երկու liiurp |iiuiup

Լ^Րսւփն իւնւ]|ւրնԼւփ Սասին

Կի սատարածությաՆ աիրոէքթի համար, որի ա սա ձդ ա կ ան Ո ւ թ յ ան մոդուլը 
րստ խորության փոփոխվում Լ աստիճանային օր ենքով և որը գտնվում Լ 
',էսրի կամ Հակա Հարթ դեֆորմացիոն պայմաններում, դիտարկվում են երկու 
• արխ խաոը եղրաւին խնդիրներ , երբ կի ս ա 7 ա րթ ո ւ թ յան եզրագծի որոշ ին
տերվալների Համախմբի վրա տրված են հորի դոն ակ ան ու/րլով1յաւ1բ տեղա- 
փո ի rip (անների բ ա ղ ա դր ի չն ե ր ր , իսկ մնացած մասի վրա շոշափող լարման 
բաղադրի չր Հավասար է ղ ր ո յ ի, ընդ որում լարումների նորմալ բազա գրիչը 
կի սա ՝արթութ ւան եզրագծի վրա ամենուրեք հավասար է Qjinjft։

Գեդենրաու երի օրթոգոնալ բազմանդամների մաթեմատիկական մեթոդի 
և Ւ՝եսեչի ֆունկցիան եր պ ա ր ո ւն ա կ ո դ սպեկտրալ ինտեգրալ առնչությունների 
օգնությամբ նշված խնդիրները նկարագրող ինտեգրալ հավասարումների լու
ծումները կառուցվում են փակ ձևով՝ շարքերի և ինտեգրալ բանաձևերի տես

քերով։

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
Развитие теории контактных ia лэч в СССР, i 1аука. М. 1976. 2 Р. Уэстмен, Ирик, 

мех Тр амер она инж мех . сер. Е. л. 32. № 2, с. 178—185 (1965). 3 В. М. Ллек- 
сандров, .1. С. Соловьев, Изв. АН СССР. МТТ, № 2. с. 135-139, 1966. 1 Я. Л.
Abram ап9 Р;о . Syrip. П ТАМ .The Mechanics, of Hie Contact Between Deformable 
Bodies’, Delit Univ. Pre^s. p. >4-9*, 1975. 5 Я. С. Уфлянд, Интегральные преобра
зования в а дачах теории упругости, Пама. «7!.. 1968. 6 С, М. Мхитарян, С. Д. Пет

росян, Аннотации докладов \1 Всесоюзного съе зда по теор. и прикл. мех., Ташкент. 
1986. С. Л!. Л1хлтб/рчь. С. 3. Петросян, Тезисы докладов И Всесоюзной конф по 
механике нсодноролн^х структур. Львов. 1987. 1։ С. М. Мхитарян, С. 3. Петросян, 
ДЛИ ApvCCP. т. 82. Л* 1 с 38—32 (19кб| ’ Г. Я. Попов, Контактные задачи для 
линейно меформнруслого пси* ван в я. Виша школа Киев -Одесса, 1982. 10 /. Я. Попов, 
Кошичирацни упругих напряжений возле штампов, разрезов, тонких включении И 
подкреплении, Наука. М 1982. а С. Л1. Л1.«т/гнрлк, 1IMM. т. 47, вып. 2 с. 219 227. 
(1983). 13 С АТ Мхитирцн, И ;в АН СССР, МГТ. I. с. 63—72, 1983.

74


