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Многие результаты исследований обширных классов смешанных 
краевых задач теории упругости с круговыми или эллиптическими ли
ниями раздела граничных условии отражены в (։ 3 ). В этом направ
лении укажем также на работы (•-8), в которых получены замкну
тые решения рассматриваемых смешанных задач.

В настоящей статье приводится замкнутое решение одной сме
шанной краевой задачи для упругого неоднородного по степенному 
закону полупространства с круговом линией раздела граничных усло
вий.

1. Пусть упругое полупространство г<Х), отнесенное к праной 
цилиндрической систем? координат (г, «>, г), обладав! изменяющимся 
по глубине по степенному закону Е~Е.\г\՝ (0 ><!) мотулем упру
гости и постоянным коэффициентом Пуассона. Для него рассмотрим 
следующую смешанную краевую задачу:

и.(րէ I», с)|-_о = /(г, ։»), и (г, И, г)|/ о = £(г. ։|) (('՜. ։>)€и’) 

о.-{т, 11, 2)|, о ֊ է»ք(ր, հ. г)|, 0=0 ((г, ։>)է11»;

«.(/■. -г)|г-о = О ((г, ։>)СП): սր, и», «.--*0 -<);

П = {г = 0; г’-|֊г։>0}; ш—{г = 0; г<а},

(11)

где и,, пи, иг — компоненты смещений, а /(г, Я) и #(г, ՛») —наперед за
данные функции на круге и».

На основании известных выражении функций влиянии для ука
занного типа неоднородного полупространства (։֊3) и при помощи 
разложения компонентов напряжений и смешений в ряды Фурье по < 
ограничиваясь при этом соответствующими гармониками с номере .։ 
т (/п = 1, 2,՝...), после некоторых преобразований решение краевой за
дачи (1.1) сведем к решению следующей системы инте1ральны\ \рл«- 
пений:

I I
I «'Й!.,.- Да ₽)т«(р)^՝ +»• ՛<'■

о о

(12)
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։». I 'V я |(^. р)?т(рйр + | П-^1. т »(*Й7ж(р)₽^?“?*(Н. 

о о

Здесь введены обозначения

иг.р)= | л(^)м*ж ՛<//: х-(>֊1)/2: 
о

», ։> ,-։» ..Г/Д;: 0± (I к)Ы ’2 ’ Т(-х)Д±; (1.3)

<₽ (г) д, (г); ,.(г) Лл(г)|<Л (<)

и безразмерные величины

г---Па, у р’:г; ?т(г) =«рт(г) £0; Ьт(г) ^ ^(г)/£0՝
МгМзда-'НЛ (<'7)+<(<п);

^,„(7) (2։>:/;,/՛ ) ։Юг’й ^т<агН.

(1.1)

Отметим, что в (13) ядро IV; , ,,(<■» р) известный интеграл Ребер։ — 
Сонина, гте '„.(г) функция Бесселя перш го рола, (Г(х) гаммя- 
функция Эйлера) л постоянные у, ։> , 0±, Д*—известные комбинации 
упругих постоянных полупространства, выражения которых приведе
ны в (2Э) г роме того, в (1 .') и (1.4) функции /%(г) и д1и(г) ампли
туды т их гармоник в разложениях в ряды Фурье радиальных 
(/.(г, <։)) и окружных (с(г, ։;)) искомых напряжении в области круга 

, Причем т,.(г, », 0) /(Г, И), :й.(г, ։։, (I) «/г,։»), а функции ^и(г) 11
(Гт(г) амплитуды /и-ых гармоник в разложениях в ряды Фурье 
функций смещении /(г. ՛։) и #(г, У) в радиальном и окружном на
правлениях соответственно.

2. Опускаем далее черточки в (1.2) и его решение представим в 
виде бесконечных рядов

?т(г)=г«֊1(1-гг)-V Х<«>Р«’"-։-’>(1-2г։). (21)
/>■■0

<>Ш(Н - г/п4’1(1—г*)'V ։.«)(! 2Г2) (0<г<1) (2.2)

с неизвестными коэффициентами А';՞՛1 и где 1)(г)—многочле
ны Якоби. Положим также

1/ Ц£)... V(2.3)

(2.4)

Подставляя (2.1) (2.4) в систему (12) и воспользовавшись из
вестными спектральными и родственными с ним соотношениями (2 1 9 ), 
после вычисления некоторых интегралов и преобразований придем к 
следующей системе линейных конечно-разностных уравнений перво.о 
порядка: |
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</<*♦.4 ИГ’ ------- I и{П1} • И՞”, I - /'*>•

».^>+Ил>,--Д!',!1 |»,{/<",',Ч ИГ|=гГ-г,Л; (25) а • • Ж | Г X А I <

И = 1, 2, ...; п О, 1, 2, ...),

где приняты обозначения

. 2^ - 11"< п } хт-1)1(и < /-г 1) у, , 
|(л» ]-п-1 )'.п\(2п+т }-х)| * ’ '

(26)
. Г(от+л4-«+1)Г(л-Н) у(я։)

- Ц/п+/1-1)!(/1-1)!(2/ц- М)| 1 л՜*’
г<«) =г(ш)=0. ,;о=1 5я = 0 (п=1։2> _ }

а К‘п—некоторая постоянная, выражающаяся через коэффициенты 
Н"” и определяемая ниже.

Построим замкнутое решение системы (2.5), для чего положим

ум । и 1/<"» _ ||7‘от> и ! п 1 п

_ /он (//=0, 1,2,...). (2.7)

В результате (2.5) сведем к следующим двум отдельным системах։ 
линейных конечно-разностных уравнений первого порядка

п
֊

т -]֊ п

(29)

Далее, следуя известной процедуре решения конечно-разностных уран 
нений первого рода (|011), решения (2.8) и (2.9) представим соответ
ственно в виде

1Г<'")= _1±0_Чё։/с«»»г(т4-Л + 1)|Г(Л4 I)] 1 (я - 1.2, ...); (2 10)
л I ('п-р/)Г‘и

-Г(,п±^+Х±1)..1 у я<’"Г(Н»Н)|Г(т+*4х^)|-։- (2-4) 
"-------------Г(л+х-М) 1^0

-Г(х + 1)|Г(^ I (л=1,2, ...).

Отметим, что коэффициент п (2.11). причем согласно (2.7)
= И<67}|"։) как постоянная интегрирования уравнений (2.9) по
ка не определен. С целью определения этого коэффициента заметим, 
что на основании известной асимптотической формулы Дарб) для 
многочленов Якоби (и) для равномерной сходимости рядов (21)— 
(2.2) на отрезке [։, 1—в| (е>0) достаточно, чтобы Х'^, У[т՝=()(п ՝ 1 ') 
(^>0, л-оо), что накладывает соответствующие ограничения на коэф- 
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фнциенты /(’։>, ^‘п՞0. Отсюда при помощи (2.6) (2.7) вытекает, что 
должны потребовать, чтобы и՜'/**1. О ПРН Приняв во вни
мание последнее обстоятельство, из (2.И) находим

/ -С' 4 1 (1 г / ) V Ч*1-.-!11 •
" ' Г(х I) Го ‘ Г(ЯН ■/+!>■

, гон-1) м. . Г(х+1)
т !•;֊! г?оГ(зд 4Л И "•л ял I 1(ГП : 7. И)

(2.12)

V Г(/п4л4х42) £, 1 * Г(«4л4x42) £.
"о Г(л4«+2) 8?֊1£о Г(дЧ «+2) т’й ®'"

ц. =у«мП«±*±2). у у ПН-х+1Г .
■’՝" Го * Г(* -1) ял Г. “ Г(тч 4+хЧ И’

О// . //1-4-7 — о
= ( В;----------- —֊ • {Г(//4 -х . |)|(/„4//Ч-г В(« + 1 )!Г(х)|“։-

т+п 41
-4^֊։5!п(-х)/9; л};

Ли т.п ; п 0, 1,2, ...), где

•’(«)

1
функции Якоби второго р >да (։։) При этом будем иметь

Теперь, 
чим

Л’^(^-ад)/(14^).

вост льзовавшись (2.7) и (2 20) (2 13), । кончательно

(2.13)

полу-

^/("')=֊ ֊ 1 \) 1
" Ь*—1 Г(Ш4Л) П֊-֊1

(2.14)

х(лг. -ч.и-.

и«»» 3 ГС”4՜1
п 8 1 в ✓ ।

); (« = 1.2,.

Л/;п--= т.п у 1 (п ;՜*4-)
Х(^-^.П)(Я’О, 1,2,...) (2.15)

и при помощи (2.14) из (2.15) из (2.6) сразу находим .¥</ч> и ) <"1).
Рассмотрим частный случае, когда /(г, ։;)=;, о5<*, g(r, Я)=—£$|п1); 

5=соп$1, что физически соответствует контакту абсолютно жесткого 
в горизонтальном направлении и абсолютно гибкого в вертикальном 
направлении круглого диска ш с упругим полупространством, причем 
этот диск компланарно скреплен с полупространством на его грани
це и совершает жесткое перемещение вдоль оси ։> на величин) •>. В 
разбираемом случае т~\ и

/;Н = 5; ё\(г)=-о; (Л=0, 1, 2, .. ) ^Н’ = 0(А=1,2, ...);
68



ձ/lr^a՛֊’, |։(r) 0.

Следовательно, на оснозанни (2.12) (2.15) и (2.6) будем иметь

(л.|, 2, ...); (/о) О (Л - О, 1.2. ,,.); 6р=^»/Г» ;

Հ(.”=2։-' ^’=0(л=-1.2....); Г«')=0(л=0. 1.2, ...).

Учитывая последние формулы и (1.3), получим (pjr)—pt< qjrj—p )

Р (г)= ±2”gOJ0? ՜’(1_ր«)(-ւյ/շ (0<г<1).
(2.16)

Формулы (2.16) при »=0 совпадают с известными (’).
В заключение отметим, что при помощи результатов из (|Ь) мож

но найти смещения граничных точек полупространства вне круга •՛՛ 
Кроме того, аппроксимируя функции(г) и £„,(/•)многочленами и под 
ходящим образом выбирая их коэффициенты, можно обеспечить ус
ловия отсутствия концентрации напряжений на крае ш.
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и. И. ։ГЫ’Н-ИР5ИЪ. и. у„ պետրոսյան

Շրջանային <|ձով բաժանվող 
կ|> սա տարած nip յան նա մա г մ|։

սահմանային ս|սյ.1 մաննԼրով
|ււԱ1ոբ ԼզՐափն |iiGi|r|i մասին

0 ի ս ա տ ա ր ա ժ ո է թ յ ւսն տիրու /թի Համար, *>/»/» ա ո ա ձգ ա կ ան ո լթ յ ան մոգոլ/բ 
րստ խորութ րսն փոփոխվում / ա աոիճանային օրենքով, դիտարկվում է խա֊ 
որ եզրային խնդիր, երբ այդ տիրույթի եզրային մակերևույթի մի մասի վրա' շրր 
Հանի տեսքով տրված են տ ե դա փ ո խ ու թ յո ւնն եր ի Հորիզոնական բաղադրիչները, 
մակերևույթի մնա դա ծ մասի վրա շոշափող լարու մների բա դա գրիչն երր ,ա֊ 
վասար են դ ր ո յ ի, իսկ նորմալ լարումր մակերևույթ ի վրա ամենուրեք բացա
կայում խ 3 ակո բիի բազմանդամների մեթոդի օգնությամբ խաոր խ^^իրր 
նկարադրոդ ինտեգրալ Հավասարումների Համակարգր բերվում Լ գծային 
վերջավոր տարբերությունն ե րի հավասարումների համակարգի։ Կաոուդված / 

վ ե րջինի ս փակ լուծումը։
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