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О решении одной смешанной краевой задачи для 
неоднородного полупространства с прямой линией 

раздела граничных условий

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 9/III 1988)

Основные результаты по исследованию контактных и смешанных 
задач теории упругости для канонических областей с прямыми линия­
ми раздела граничных условии подытожены в (*՜5).

В данной статье, развивая положения (б), приводится замкнутое 
решение одной смешанной задачи для упругого неоднородного по сте­
пенному закону полупространства с прямой линией раздела гранич­
ных условий.

1. Пусть упругое полупространство z<0, отнесенное к правой 
прямоугольной системе координат Oxyz, обладает изменяющимся по 
глубине по степенному закону Л’=--/д]г|* ) модулем упругос­
ти и постоянным коэффициентом Пуассона. Для него рассмотрим 
следующую смешанную краевую задачу:

«։(х, у, z)|z_0=/(x, у), иу(х, у, z)|r_o = .c։x. у) ((х, у)(ш);

"хДх, у, z)|-uj=Ty,(x. у, г)._0 0 ((х. vk-11/w): (1.1)
оДх, у, г)|, о Ч(Х. у)£'.); и .i'y.iig—0 (л* у’ ! -2—ocl;
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гд - -I , и . //. 1.О ЧПО сь-j счете ։։։•!. .о Ах, у) / (л, у)-наперед 
за ш ! где ф чкеш; :олупл jck .С!И <ч.

Ji основ: t м р v/лтатов и < (•'•’) решен е (I ) снсдем к рс- 
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Здесь р(х, у) и 9(л, у)—неизвестные картельные напряжения и пб 
лести » вдоль осей Ох и Оу соответственно, а ,, )>.,Рд+_ комбина­

ции упругих постоянных полупространства, которые приведены в
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Х[й3‘-\;|/֊//|К1(./2(|/-п1)|7ипИм = р|-2։.^(/):

1'1*- /, р|^«: /,.{*)--Л(/ |ф = Л(/). >М*) £х(//|'|)- ?,((). 

рМ~р,(‘/1 |)--=р#(О, <7.(х)-<74//|/|)- 7,(0; *=■(*—1)/2;
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(р,(х); 9ЛХ); /,(х); г»(х)}= | {/7(л, у); д(х, у); /(х. у); £(х, у)}с ‘(/у.
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В (1.3) Л\(х) —известная функция Макдональда.

2. Решение системы уравнений (1.3) представим в виде беско­
нечных рядов (0</</х>)

Р*(0 = е֊'/’V Хя£;(20, </.(/)=<?-'/’V Гя//(20, (2.1)
л* о *1-0

с неизвестными коэффициентами А'л, )'л. Одновременно положим

/.(/) е-'/* V Л£’(2/). Я.(Л=е֊//։ V А^Д2О. (22)
л—0 я-О

В (2.1)—(2.2) £’(/) — многочлены Чебышева—Лагерра, причем в (2.2) 
коэффициенты /л и ёп считаются известными.

Далее заметим» что на основании свойств четности функций 
/(*. у) и ё\х, у) по у вместо системы (1.2) можно рассматривать эту 
же самую систему, в которой функции /?(;» у<), <?(Е» >')• А (л • к ՝
заменены соответственно функциями Р±(՝, т/)» /±(^»
<±(*>уК где 4



т4) г,) • /<(с, т)), у(Е, т})֊Ь^_(£. ’?)։

Дх, у)=/Дх, у)4֊/_(х, у), £(л-, у) = ^Дл, у)+£_(х, у);

/+(х, —у)= ^/±(х, у); />±(£, —7))= ±р±(5, ^); д±(1, -*.)= +<7±'«. ^),
причем без ограничения общности одну из соответствующих друг 
другу двух функций из /+(х, у). £±(х, у) можно положить равной 
нулю. Для определенности возьмем

/(А у) = /«.(■*, у), #_(х, у)֊ О.
Тогда

Р'(Х ։ (] /(X) - Р>(х )> Л „ с А „, ) п 1 „ ( Л ~0, 1 «... ).

Учитывая эти равенства, можно положить У„ //„. где /„—вещест­
венные коэффициенты, подлежащие влесте с коэффициентами Хп к 
определению, и можно считать <ф>0.

Теперь (2.1) и (2.2) подставляем в систему (1.3) и учтем указан­
ное обстоятельство. В результате после использования известного 
спектрального соотношения для многочленов Чебышева—Лагерра 
(г֊3) и некоторых преобразовании и вычислений интегралов систему 
уравнений (1.3) сведем к следующей системе линейных конечно-раз­
ностных уравнений:

2*0®45„+1—т}п+1)Ч֊(*։—3)(5„+1-г’1л+։)֊2(?л+а4-’1л+2)=аР>
(23)

^^+1)-2(;п֊^)ф(>։֊3)1Е„+,֊тя+1)^Л<1։) (л «О, 1. 2, ...);

с„ = (7„_։ —Г/„, т(я- )/„_։—1/„; <7л-1 = Г(/2 - 1 — >)Г֊1(л)А’Л_1.

1\_։ = Г(л-1-х)Г֊3(л)/п_։; >0- (!->)/(! ,•»); ’,«()-»)/(!)••*);

й, - л;/д;։ ап ֊ ->-2*(/;-/;+,^хг^/2! (1 + >)։а,х
(24)

ХЛ;Г(֊х)]-։; а<2> = а<1'ЧЛ<’); «(•»- а„Н-ЛЯя(7л+։-

— ?„^/п+2фрп-11/„+1 — Р„ 1/„֊| г; - р„_։(7„+| — р„£/о+2 4֊ *։ал1/„ 1 я+2;

ап« 1 + ՜' _ (3+>)(1-Ь) _ (3֊Н)(1-И)»
2л • 1 ֊> 2(л-П(3-») 2(п |-1)(2л֊г 1-»)(3֊>)’

3 1 + у_______ 1-у__________ 1-'»
2лфЗ-у 2(п+2) 2(«+2)(2л+3-у) ’

Отметим, что в системе уравнений (2.3) в соответствии с пове­
дением коэффициентов при п—<х> выделены их главные и регуляр­
ные части, которые расположены в левых и правых частях, соответ­
ственно, этих уравнений.

Далее положив

Рп — Ъп т)/։, Цп—I — 4՜(л = 0, 1,2,...); с» = (2*о0,֊г—3)/2, (2.5)
систему уравнений (2.3) представим в виде

<7„+1—с,дп^-- — а^/2—2>0»^„+|; (2.6)
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рп+у-С֊1ря^Ь^12с,-2^/с. (л = 0, 1,2, ...), (2 7)

Считая правые части уравнений (2.6) и (2.7) известными, запишем 
их решения (’):

<!•- 1^,-2-^' с:-*֊Ч<։«>+4»05л.+,|; (2 Я)
л=о

л—1
Р^Р^֊п Н2с)-'V с֊"+*+>|^)-4м0Мл+։| (/г = 0, 1,2, ...). (2.9)

Л-0

Теперь при помощи (2.4) и (2.5) в уравнениях (2.8) и (2.9) при п 
= 1,2,... возвратимся к прежним коэффициентам ип и 14. В резуль­
тате после некоторых преобразований относительно этих коэффици­
ентов получим следующую систему линейных уравнений:

П 4
+ V ОДИ, -С<'>:

А-1 Л-1

(2.10)
п п

1 (п- 1, 2, ...),
Л--1

Ядра и правые части О0 (Л/ = 1,2) системы (2.10) выражаются 

через параметры *0, х։, <՝,, «я, •>, формулами весьма простых
структур, причем в выражения СЧ° линейно входят коэффициенты 

^о- Очевидно, что при помощи определенных формул решение 
системы (2.10), т. е. коэффициенты и„: Уп (// - 1.2,...), можно вы­
разить через коэффициенты (70; Ио, для определения которых нуж­
ны дополнительные условия.

Для определения этих условий на основании известных асимп­
тотических (формул для многочленов Чебышева—. 1агерра (’) нахо­
дим, что для равномерной сходимости рядоз (2.1) на любом отрезке 
|г0, Л1] (з0>0, М>0) оси Т достаточно, чтобы Хп, ¥П-О(п ') 
ОО, п - -оо). Отскиа вытекает, что необходимо, чтобы ՛ п, I л—О 
(п-*оо), или т,,,-0 (л—схз), или же рп, (]п—0 (п «о) Следова­
тельно. в силу (2 8) искомые дополнительные условия при с.= 1 
имеют вид

<7о 2-։£|^ >1 0;
Г“ (1

(2.П)

д>+2-։ £ [^2»-4'0Ммл1=и.
Л֊О

Если 1, что, как показывают анализ и необходимые вычисления, 
имеет место в довольно широком диапазоне изменения параметра 
в [0. 1) включая окрестность точки >» = 0, то из (2.8) будем иметь

~'| т Ь0В,^+1 ]=0;
А-0

(2.12)

Ро-2^^1+^*?/2=О-
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Второе условие (2.12) получено при помощи следующих рассужле- 
ннй. Очевидно, что левые части (2.6) и (2.7) переходят одна в дру­
гую формальной заменой с, на с՜1. Поэтому ввиду равноправности 
коэффициентов и </п_| в отношении их поведения при л-»оо коэф­
фициенты рп относительно с 1 должны иметь при п- оо такой же 
порядок, какой имеют коэффициенты । относительно с„ Это тре­
бование и приводит ко второму условию (2.12). При с,<4 условия 
(2.12) в определенном смысле поменяются местами и нетрудно их 
выписать из (2.8).

Если теперь условия (2.11) или (2.12) или же подобные нм ус­
ловия при с,<1 записать в коэффициентах (/„, \7п (л=0, 1, 2,...) я 
принять во внимание сказанное выше отн< сительно системы (2.10), 
то придем к системе из двух линейных уравнении относительно £/0; 
1'0, которая вместе с (2.10) замыкает систему определяющих уравне­
ний обсуждаемой смешанной задачи.

Далее отметим, что введя новые неизвестные коэффициенты
\^2к=Ук (Л=1, 2, ... «),

систему (2.10) можем записать в виде 
2л

(2.13)

где /у., и Ь, элементарным образом выражаются через 1ЛпЦ и 
Матрица системы (2.13) \\!/.г\\ имеет квчзитреугольную форму, кото­
рая при помощи элементарных преобразовании привощтся к треу­
гольному виду. Такая матрица имеет обратную матрицу с Элемента­
ми, выражающимися через элементы //., в явной форме, что позво­
ляет записать решение системы (2.13) и тем самым системы (2.10) в 
замкнутом виде.

R частном случае *=0, т. е. в случае обычного упругого полу­
пространства, вследствие того, что ал=3„=0, регулярные части в сис­
теме (2.3) исчезают и эта система в коэффициентах и Уп допуска­
ет следующее простое замкнутое решение;

л —1 л—1
4/я=-1>«а0 - V (,и_։+ад+։)_2(|о V а,-

1-։»? V (а*+1—а*_|) (а_х=0; л—1,2, ...); 
й-0

Ц>-֊^ав. Ц)=»?а0;

0?=а«/16(1֊а); »°=о(2-о)/16(1 -о). ал=> (Гп֊Гя)^2£0/=( 1 +«)’

В заключение отметим, что на основании результатов из (’) можно 
найти смещения в области П/«и.

Институт механики Академии наук Армянской ССР 
Ереванский политехнический институт им. К Маркса
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Ս, Մ. ՄհհՕԱՐ^ԱՆ, Ս. R, ՊԵ8ՐՈՍծԱՆ 
1ևղիղ զծով բաժանվող սահմանային պայմաններով անհամասեո կիսաւոարածության համար մի խաոը եզրային խնղրի լո։ծման մասին

Լ'ստ խորության աստիճանային Օրենքով փոփոխվող աոաձգականու թ յան 
մոդուլ ունեցող կի ս ատ արած ութ յան համար դիտարկվում Լ խաոր եզրային 
խնդիր, երբ վերջինիս եզրային մակերևույթի մի տիրույթում' կիսահաըթոլ- 
թյան տեսքով տրված են հորիզոնական ոլղղութ յամբ տեղափոխոլթ յունների 
բաղադրիչները, իսկ մնացած մասի վրա շոշափող լարումների րաղադրիչ- 
ները հավասար են զրոյի, ընդ որում լարումների նորմալ բաղադրի լը ամե­
նուրեք այղ մակերևույթի վրա հավասար Լ զրոյի։ ¥երիշև— Լազերի րաղման- 
դամների մեթոդի օղնությամր խնդիրը նկարագրող ինտեգրալ հավասարում­
ների համակարգը բերվում Լ գծային վերջավոր տ ա րրե ր п ւթ յունն ե րի հավա­
սարումների համակարգի, որը թույլատրում է փակ լուծում։
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