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Линеаризированные дизъюнктивные нормальные формы (л д.н.ф.) 
введены в качестве естественного обобщения обычных дизъюнктивных 
нормальных форм (д.н.ф.) (см. (’•’)) в связи с задачей решения сис
тем булевых уравнений и представляют собой дизъюнктивные формы, 
составленные из произведений линейных функции.

Л.д.н.ф. обладают основными теоретико-множественными и струк
турными свойствами обычных д.н.ф. и в то же время имеют сущест
венные отличия от последних. Например, понятия связности и про
тяженности д.н.ф. (՛) не имеют аналогов для л.д.н.ф., многие сложно 
реализуемые в классе д.н.ф. функции весьма просто реализуются по
средством л.д.н.ф. Естественное алгебраическое описание л.д.н.ф. поз
воляет строить удобные алгоритмы и даже получать аналитические 
решения задач, для решения которых средства алгебры д.н.ф. оказы
ваются недостаточно богатыми.

Настоящая работа посвящена изучению метрических (количест
венных) характеристик, связанных со сложностью реализации буле
вых функций в классе л.д.н.ф.

1. Основные понятия. Пусть Еп — множество вершин /г-мерного 
единичного куба, т. е,

£"“{։ = (а։, ..ал)|։,£{0, I), /=!,.... п} и 
£j = {a^(a։, . . ., ։л)|а££՞, а։ - 3}, 3({0, I).

Ц Множество булевых функций, отображающих £п в (О, I}. зави
сящих от не более чем п переменных, обозначим через Р(п). Каждая 
функция из Р(п) однозначно представима полиномом Жегалкпна 
(многочленом по mod 2 над полем Галуа G/՝(2)) (*)-

у Класс линейных функций а0-} a։Xj (- ... + «ла:л обозначается че
рез Цп).

Ц Определение. Функция f£P(n) называется линеаризируемой. 
ГП

■ если /= fl gi, где g£L(n), , т.
■
II Класс линеаризируемых функций, зависящих от не более чем п 

переменных, обозначим через П£(Д).
| Определение. Выражение /1V • • • V/»'» гле Л0։/-(«)» < = 

5



= 1...., т, называется линеаризированной дизъюнктивной нормаль
ной формой (л. д. н. ф.), а число т —длиной л. д. н. ф.

Определение. Л. д. н. ф,, имеющая наименьшую длину 
средн всех л. д. н. ф., реализующих ту же булеву функцию, назы
вается кратчайшей.

Определение. Функция АГ^ГЩ/։) называется максимальной 
для если и из #'£П£(л) следует

Определение. Сокращенной л. д. н. ф. функции /^Р(п) на
зывается л. д. н. ф., составленная из всех максимальных для / 
функций. 1

Примеры. Пусть /=л։+...+х„. Кратчайшая л. н. ф. имеет 
длину 2՞՜՛, а длина кратчайшей л. д. и. ф. равна I.

Пусть /^хххг ->■ х3х*т ... 4-.У2л֊1-х.>п Длина кратчайшей д. и. ф. 

равна — (3я—1), а длина кратчайшей л. д. н. ф. равна 2я—1.

Пссть /=x։Vx2V • • • \/хп, тогда длины крат.айших л. д. и. ф. 
н д. н. ф. совпадают и равны п.

Задача минимизации булевых функций в классе л. д. и. ф. сос
тоит в построении кратчайшей или близкой к ней по длине л. д. н. 
Ф-

В дальнейшем Еп и Цп) рассматриваются в качестве линейных 
пространств над полем GF(2).

2. Класс П/.(л). Введем множества А', /(։) - 1} и Л1(/)֊
g • f 0}. Очевидно, что А1(/) является линейным под

пространством в L(n). I
Предложение. Пусть f£V\l.(n), тогда кратчайшее (в смыс

ле количества сомножителей} представление f в виде произведе
ния линейных форм имеет вид /-П(#!-1), R произвольный ба- 

зис в M(f). 1
Размерность (di.п/) функции ДП/-(д) определяется как число 

п— dim.Vf(/), а степень (deg/)—это степень соответствующего мно
гочлена Жегалкина. Для /^0 имеем deg/= dimAf(/).

Количество m-мерных линейных подпространств «-мерного ли

нейного пространства над 05(2) обозначим через
п
т

-коэффициент

Гаусса (*).
Обозначим через |И| мощность множества А. Основные свой

ства линеаризируемых функций описывает следующая
Теорема 1. Пусть f^.\L(n), тогда I
а) если то dim Л1(/) = л ~ 1; j
б) если / ЛО, то = МЦ f)\ Е"+} —смежный класс по под

пространству МЦ})(~]Е" ’. Если <fegf-=mt то |А'/|=2Я՜"1 и |Л/1(/)1=5 
=2-|^|;

В) ц /JclesA 'И. /г€П£(.7)}|=2ж
п
т

п
г) |П£(Л)|=1+ V 2" . 

ш -О
П
гп

и
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27(։-0(7))<|П£(л)|^2г(1+0(г)>

3. Метрические характеристики. Оценки, излагаемые и этом 
пункте, получены с помощью методов развитых в работах («•»). 
Принято говорить, что некоторое свойство выполнено для почти 
всех если доля функций, дли которых указанное свойство
выполняется, стремится к 1 при п- по.

Пусть /(',/?/,/) количество функций таких, что g^f
и dim g=m.

Теорема 2. Для почти всех f±P(n) верно

!П

<)П—т
— И

Ш

ПП
т

В случае д. н. ф. соответствующая оценка получается заменой
П на С'" (*). 
т

Пусть |х]—целая часть числа х.
Теорема 3 Для почти всех функций имеет место

(.Нт^^По֊г։л4֊1о^а1ог//| т 1 для всех £&Щп).
Для д. и. ф. максимальная размерность допустимого интервала 

у почти всех функций равна | — 1 (см. |1,2|).
Теорема 4. Для почти всех /гсР(л) длина 1(/) сокращенной 

л. д. н. ф. удовлетворяет неравенствам
Пп{1~՝п^1^/) < Л^П + ’л),

где ая= —— , 3„ = —и 3<а, £(<3+։.
1О£։Л 1о?։л

Соответствующая оценка длины сокращенной д и. ф. для поч
ти всех функций имеет вид (м)

л(։-&я)1оС11ор«л . 2Я</(<|+1а)1о®»,о*‘я • 2я,

где limon = llm 7« = 0.
Л֊*ОО

Пусть /(л) ~ max 1(f).
/е₽<")

Теорема 5.

< /(л)<2 т(1т0Сг)).

Максимальная длина сокращенной д. и. ф. удовлетворяет неравенст
вам (’)

Теорема 6. Почти все макси пильные для ( функции 
£П/.(л) для почти всех функций рф (а) имеют размерность, удов
летворяющую неравенствам

log,« 4 sgdim log2n+3.
Здесь следует особо отметить важное отличие л, д. и. ф. от д



н. ф. В случае д, н. ф. у почти всех функций почти все члены сок* 
ращенной д. н. ф. имеют размерность, близкую к log։log։n см. (•), в 
то время как максимальная размерность равна [log//]4 1- Из теоре* 
мы 6 следует, что почти все члены сокращенной л. д. н. ф. имеют 
размерность порядка максимально возможной — O(logj//),

В изложенных ниже результатах получены оценки для важней
шей .характеристики класса л д. н. ]•. — длины кратчайшей л. л. и. 
Ф-

Обозначим через F(n) множество симметрических функций из 
Р(п), т. е. функций, инвариантных относительно ли бой перестановки 
переменных.

Пусть .$(/) — длина кратчайп ей л. д. и. ф. функции ДР(л). 
Обозначим через SF\n) =- max S( /).

Теорема 7 (7).

1
«Ч֊2 (I)

л
^SF(n)<const • // /Յլ\"

I I •
\2 /

Теорема 8. Для почти всех f£P(n) имеет место

(1— Еп) • 2՞՜1 с. . 2՞ • log2n , 1։ Л------------------ <cS(/)<const • ---------- Н—, где lime,--0.
2п • logj/z и

Отметим, что в классе симметрических функций достигается макси* 
мум длины кратчайшей д. н. ф. Теоремы 7 и 8 показывают, что 
симметрические функции реализуются в классе л. д. н. ф. сущест
венно проще, чем почти асе функции из Р(п) Порядок длины крат
чайшей д. н. ф. для почти всех функций равен 2n-1/(log/i logjlog/zl 
(см. (4’/). Отсюда и из теоремы 8 следует, что почти все функции 
из Р{п) реализуются в классе л. д. н. ф. по крайней мере в 
fl/(log;n • logjlog/z) раз проще, чем в классе д. н. ф.

Автор выражает глубокую благодарность чл.-корр. АН СССР 
Ю. И. Журавлеву за стимулирующие обсуждения.
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Ա. 1L ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆ
Դծայ նա յյւ| ած ւ||>(| |ւււ1ւ1|տիւ| նորմալ ձևերու| բուստե ֆունկց|ւաներ|ւ 

ներկա յացման հետ կաււբ|ած ցնահատականներ

Հետազոտված են բուլյան ֆունկցիան երի զծ ա յնացվ ած ղի զյունկտիվ նոր- 
մալ ձևերի (ղ. ղ. ն. ձ.) մեէորիկական րն ո է թ ա զր ի չն ե ր ր' կրճատված դ. զ. ե- 
ձ.—ի երկարաթյՈէնր և անզամների չափը* կարճացա յն էլ. ց. ն. ձ.-ի երկարու
թյուն ր և այլն է Ցույց / տրված, որ Համարյա րոլոր ֆունկցիաներր կարեչի !է 

*
իրականացնել ւյ. ց. )/. ձ-֊ի դասում առնվազն ՚ անդամ ա-

1օջ^« • 1օ^Տ1օտ։/ր
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*ԼեւՒ կարճ բանաձևի օդնրոթյամբ, քան սովորական դիզյ„Լնկս,իվ ն > 
ձևերի դասում, Սիմետրիկ ֆունկցիաների դասի կարճադոլյն դ, դ, Լ. 4 — 
կայացման համար ստացված է, բարդության յոդարիթմի ասիմպտոտհև աո. 
մեքր' n(|0g,3- I). V
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