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Растяжение бесконечной пластинки с 
эллиптическим включением

(Пре летав.։епо чл -кирр АН Армянской ССР В С Саркисяном 15/1 1988)

В статье приводится решение задачи о растяжении бесконечной 
пластинки с эллиптическим включением (с полуосями о и Ь) из дру­
гою материала, под действием постоянных напряжений, приложенных 
на бесконечности. Случаям анизотропных тел и плоским задачам для 
эллиптических включений посвящены работы (։՜5).

I Для случая, когда напряжения р направлены по большей оси 
эллипса (ось л*), формулы Колосова — Мусхелншвнлн (6) представ­
ляются:

в области эллипса (область (70)

«х4-’у=21‘Р0’(г)4֊?0*(гГ1.
(1.1)

’,֊м 2/-ге=2| ?<'(*) I-^7(^)1.

2р0(«+М=^о(г)֊^й^) - (1 -2)
для внешней области эллипса (область Հ7։)

»ж + 9,= р+2(?,’(г)+т|в(г)]>
(1.3)

3у֊ах+2/-ж>.=-р^-2|2?;(г) + Ч"1*(г)|>

2а։(м /?,)=(х։—1) -у ^U). (1.4)

здесь ?*(г) и Ч'(г) голоморфны в области в, и обращаются в нуль 
на бесконечности.

Для определения искомых аналитических функций применим ме­
тод конформного отображения. Отобразим известной функцией

внешность единичной окружности (о = 1) на внешность разреза дли­
ной 4/? с центром, совпадающим с началом координат плоскости г, 
при этом ось х проходит вдоль разреза. Окружностям p=const соот­
ветствуют конфокальные эллипсы на плоскости г, один из которых, 
для &»1, обращается в указанный разрез. Обозначим через р0= 
222



= У(аф6),(а Ь) радиус окружности на плоскости соответствую­
щей эллипсу с полуосями а и Ь. Голоморфные в указанном кольче 
(о = 1 и р֊ь0) функции разлагаются в ряд Лорана. II. И. Мусхелн • 
пили (®) подчинил коэффициенты этого ряда условию, при котором 
новый ряд оказывается голоморфным в области неразрезанного эл­
липса. Такими рядами будем пользоваться при разложении в ряд 
функций

%G)--=?;(*). ՝rft('j ^Ги-(г).

Учитывая симметрию задачи относительно осей х и у, 
иметь:

Ч' (') -= flH- у /;!"» ___ -___( ֊’____ !_ \

Голоморфные в об »асти G։ функции

Ф։С>) = <(*), Ч-,(,) = ч;(г) 

разлагаются в ряды

Г1(՝1 * л — ' I ( ’) . — - fc I '

< 1.6)
будем

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Главный вектор усилий, приложенных к дуге (V). в области 
(i0 определяется по формуле

i J(zYH-/rn)f/s-<p:(c) + z<f,;(z) I Ч-’(г), (1.10)

аналогично» в области

/ Г (X+zTn)Js=^(r-i)+?:(2) + ^<V)f47(7j. (1 II)

Л»
2. Условия сопряжения упругих областей С70 п G։ получаются 

приравниванием выражений (1.10) и (1.11), а также перемещений 
(1.2) и (1.4). Переходя по (1.5) от z к ’„будем иметь:



Умножая обе части этих уравнений на (I ' 2) (I р04՜2) и за­
меняя входящие в них искомые функции соответствующими рядами, 
11 ice сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е ՛ *|в этих 

ра юн. получаем алгебраические уравнения относительно указанных 
коэффициентов (“). Для случая первой основной внешней задачи, 
согласно (”), функция с(^) определяется по формуле

т

(2.4)

где /(9)—заданная на , функция. 
Учитывая, что

»(’)- (2.5)

из (2.4) находим
2к

о
(2.6)

Для нашей задачи, согласно (2.1),

Я») -|nGrH 2 Сп+Ч4-

Учитывая (17) и (1.8), а также равенства

1 1 * е2*,։
" 1 ֊Ъге™ - ֊- 7? ' 

из (2.6) с учетом (2.7) для нашей задачи находим 

<*«,'> = -(?о-.&<7’)а։” + +2( 1 Ч’) Ь

(2.7)

(2.8)

(2.9)

где .А = (?Н.<) 2(2*֊1И°;_։+ ^П’-г 
I

Аналогично из (2.2) имеем

(Vo ։w>֊' Оч- ։ )₽□’-2|

(2-10)

(2.11)

Уравнения (2 9) и (2 11) являются теми уравнениями, которые те­
ряются в (՛) при решении задачи с помощью рядов. Поэтому полную 
систему уравнений, определяющих коэффициенты примененных ря­
дов, мы получим, присоединив (2.9) и (2.11) к уравнениям, способ 
получения которых указан выше.

(?*-1)а<») фа<й-ра04 = 2(р20-1), 

2(Й֊Р.-։).4Г>+2р.֊։а|'>-^'>=2(Р$-Р0-։>.

(«о+р;)аГ->։,>°'."-йл-։<«,-։)+2>й. <212’
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(«о-1)(р?,-֊^'М(,П) 4-4х։-֊1)?о-։«Г)+^11)“Ч*1-֊1)(Р5-Ро։), 

(Зр4о-РоЧ ^0,+р^‘0)4֊р0-1а<1,=-2а‘10,+«1(|Ч֊2( I—р02), 
(^Ри*4֊Зрра‘0Чр^р|֊Ь։р֊^1>=г(»0-1)Лр)_/.х1а;П--л(х։֊1+2р2)1^

(₽3-^о_*)а^-Ро~։*(1о,+3?5-4а^-ро֊’^’> = 2а}«>_яр)+2(р֊»_1)1 (2 13)

(«о0о+Зро-4)а^)+Р5’։*(10,-ЗЧ-<а<|»+Хр0֊М<’)=( х0-1 )0<<» +>.«;)_, (ж _!2р_ 

Покажем теперь, что а‘°>=0. Из первых двух уравнений (2.13) имеем 

(*о+ ։ )<ф-(Ч+ Па0)==>4| (х0-ь । )<<։и։ _(ц + 1 )Я|1) {/1_ 1 4 2ра։_2(! _?2)। 

а из первого и третьего уравнений (2.12) получаем

(х0+1)а(0)-()х,4 1)«<”-/(х։ -1)+2,р2-2(р’-1), (2.14)

у 1отсюда следует, что а<։>= —5------- а<"».
Ч +1 3

Подставляя полученное равенство в верное уравнение (2.13), имеем 

р”6‘°'+(>ттт +*։- ։)в8”—+?։«՛,"+24( ։ -й> .

далее из третьего и чертвертого уравнений (2.13) получаем 

|>(р։-зр0-’)+^+зр1.‘1а5') ну’о)«?’->•(», и).

учитывая последнее равенство, находим

д(0> 
3

(2.15)

-р2{(1֊>)[֊2<+а(1»-Ь2(1-Р^)|-Р4((2'Н-*о֊1)<։Г+Ч’ч+1)1).

С другой стороны, из второго и четвертого уравнений (2.12) имеем

(рЬр7Ч(2>֊4-*о֊։)«(10)+.%-։Ч*1+1)^)=Чр^֊Ро-։)(х1+п.
Учитывая последнее равенство, а также (2.14), после очевидных пре­
образований получаем

(1 -л)| -2л<°> -Ьа|։Ч2( 1—₽5)|-Ро1 (2'+хо~ 1 М°Ч֊М«1+1)1 = 0.

что совпадает с правой частью (2.15). Отсюда легко заключить, что 

а<“> ։ = ЭД’ 1-<‘-։=0 "Ри Л-2,3, <ЭД_։=0 ПРИ А = 3,4......

Таким образом,
а,0։ = ЧМ-1 )1 (Ч-и )(ро4 ֊ 1 НМх,֊ 1) 4-2Х?2 -2(р* -1)| 

(р‘-1)(2Х+х0-1)(Ч+1НЧ’Ч+1 )(*о+1>

а|‘> —— {(*0+1 )а‘п>—>(*1 ֊ 1) -2>4'о֊|-2(рЗ՜ 1 И.
> X) + 1
Д-РоЧ(рМИо,+<‘-2(рЬ1)1. (21б)

=РоЧ 2(р5- I )«гч+2«1“ -2(Ро-1) I.
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֊ Ро՜ ։1 ֊ М°'+а V’+2(Ро ’֊1)1.

= I л,|”+2).
где ^’-։՜ Ь'»-։՜ЭД-з՝ (А’- 1. 2. •••). при этом 6£°{ = 0, 
&(‘|-б։‘) = М’»= . ч։М3 5 * I □

Тогда с учетом (1.7) и (1.9) решение задачи получим в зам­
кнутом виде

«.(-,)= +1), ад- »՛,"> (; + Д,

ч 1
(2.17)

Замечание. Для величины А имеем два значения (2.10) и (2.16). 
Учитывая найденные выражения для коэффициентов а<°> и О1,0’, не- 
посре тственно видим, что указанные два значения одинаковы.

Отметим также, что при переходе от эллипса к кругу (а=*Ь) 
полученные результаты полностью совпадают с (”).

3 Аналогично первому случаю найдено замкнутое решение для 
второго случая, когда напряжения р направлены по малой оси эл­
липса (ось у). Для внешней области

=р 2(?Дг)+тЛг)1.
Зу—бх+2гтху=р 1-2[г?1’(г)-|-Ч1’(г)|,

2и։(н-Н’г>) =■ —(у։—1)г —— • г • Чг'(г),
4 2

а в области эллипса выражения совпадают с (1.1) и (1.2).
Аналитические функции ?/, Ч՜, (4 = 0, 1) определяются по фор­

мулам (2.17), где отличные от нуля коэффициенты имеют следующие 
значения:

а„)։= '(*н 1)КХх1-ц)(р1-1)+/.(х1-1)-2/.рН2(рН1)1
1 И -1 )(2>+*0-1 )(Ч+1 )+> (*։+1 )(*•+1)

а}1’֊ — 1(>о4-1)а(1о»֊>(х-1)Ч-2^-2(рН1)1.
'•*1+1

^=Р0-։1(Р^֊1Н°’+а‘։”+ЭД+1)1’

= Р0-։ 12( р« -1 )а?>+За? ’ ֊ 2 (pH I) 1.

= -2а(,°Ч֊аГ’+2(^+1 )|,

4/<1>=Р§|-2а<о»+а|Ч-Ро’&<°’Н-2(Ро։+1)1-
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Տ Я ՈՒ ՍԱՊՈՆՋ8ԱՆ

է||սւ|սա1լսւ1ւ ներդրակով ա(»ւ|Լր? ււալի ձդումր

Աշխատանքում ստացված է առաձգական էլիպսական ներդրակով, ան­
վերջ /"/"'"ք""/ "1սւՒ "'նվերքաթյոէնոէմ կիրառված Հաստատուն լարումներով 
ձգման խնդրի փակ լոէծումր, որի մեթոդը հիմնված Լ կոմսք/երս փոփոխա­
կանի ֆունկցիաների տեսութ յան կիրառման վրա։

էսնգրի րնդհանուր /ուծումր ն երկ տ /տցվու մ / Կոլոսով-Մուսխեքիչվխիի 
' իմն ա կան րանաձևերուի

Վերածելով որոնելի ֆունկցիաները Լորանի շարքի և կիրառելով Կոշոլ 
ւոի/գի ինտեգրալը, խնդրի լուծումը ըեըվում / վերջավոր թվով գծտփն Հան­
րահաշվական հսւվտ ստրու մների համակարգի լուծմանէ
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