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Сначала напомним некоторые определения
Отображение одного пространства с мерой на другое называется 

изоморфным, если оно взаимно-однозначно и как оно. так и обратное 
ему отображение переводит всякое измеримое множество в измеримое 
множество топ же меры В том случае, когда оба пространства сов­
падают, изоморфизм называется автоморфизмом. Два пространства, 
допускающие изоморфные отображения друг на друга, называются 
изоморфными. Две функции / и /', определенные, соответственно, на 
пространствах VI и ЛГ, называются изоморфными, если существуют 
такие множества АОИ и Л''С_ЛГ меры нуль и такое изоморфное от­
ображение Т пространства Л!\.\' на пространство ЛГ ЛГ, что /(х)= 

для всякого В этом случае говорят также, что
функции /■ и /' принадлежат к одному метрическому типу (’).

Для пространств (Л, р), изоморфных отрезку [0, 11 с мерой Ле­
бега, в работе (։) доказано, что для любой последовательности Л 
действительных измеримых функций на А", сходящейся по мере к 
функции /, существует такая последовательность 5п автоморфизмов 
пространства X, что 11т/я(5п(х))=/(х) для р— п. в. х.

Таким образом, функции, являющиеся членами сходящейся по ме­
ре последовательности, можно заменить метрически изоморфными им 
функциями так, чтобы полученная последовательность сходилась поч­
ти всюду. При этом построенная в (’) последовательность автоморфиз­
мов сходится к тождественному автоморфизму в следующем 
смысле: для любого С>0 существует такое натуральное л0, что для 
всяк огол^>л0 р{х(-А : 5„(х)^л}<^е.

Приведенное автором доказательство этого результата основано 
на понятии метрического типа измеримых функций и использует клас­
сификационную теорему В А. Рохлина (')•

В настоящей заметке доказывается указанный результат без по­
мощи классификационной теоремы, используется лишь классическая 
теорема И. Н Лузина. При этом рассматривается несколько более об­
щая ситуация.

Теорема. Пусть X - ко мпактное метрическое пространство 
с метрикой р.\-, р — регулярная борелевская неатомическая мера на 
X, р(Л’)<^ео. Предположим, что измеримые подмножества Л с 
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равными п-мерами изоморфны. Пусть, далее, (К, рг)— сепарабель­
ное метрическое пространство и чп—последовательность измери­
мых функций на X со значениями в }', сходящаяся по мере на X 
к функции <?. Тогда существует последовательность автоморфиз­
мов 5Л пространства (Д’, р) такая, что

11т<р„($,(х))=<?(л-) для р — п. в. х. 
Г.-»ео

При этом последовательность автоморфизмов 5л сходится к 
тождественному авто морфиз му в следующем смысле: для любого 

суще» твует такое натуральное п^, что для всякого п>п0

!*{.<(? А': 5՝„(х) М}<е.
Доказательство. Очевидно, можно считать р(А)=1. Пред­

положим сначала, чго функция о непрерывна. Выберем числа алД>0 
так, чтобы

11т 1п 0 и Птр(£л)-=0, (1)

где Л'/1 = {х€Л’:р»(։я(х). «(*))>*„}.
Здесь, без ограничения общности, мы можем считать, что 

!'(/'п)>0 для всех п.
Для любого натурального /г пусть {-**»,...» есть 1/Л-сеть 

в .V. R сил\ второго равенства в (1) можно построить натуральные 
числа . <^т/г<^ ... так, чтобы

V <7*р(/Д,Д<оо. (2)
л- ։

Далее, выберем натуральные числа ■ так» чтобы

1Д/Д) р(£тЛ) при п>рк. (3)

В дальнейшем через В(х\ г) мы обозначим открытый шар в 
пространстве X с центром в точке х радиуса г.

Перейдем к построению автоморфизмов 5Л. При п<рх будем 
считать, что Sn совпадает с тождественным автоморфизмом. Пусть 
Рл<п<,Рь+\. Положим

Ап.1 = Еп В(хк л;1/£);

'Гак как мера р неатомическая, то существуют борелевские 
множества ОД։՜ В(л*.։; 1/Л)

и сз хк,]\ — 1 (Д В( хк։1՛, — |, /=2, . •(]ь 
\ «/ /-։ \ я /

такие, что р(0,.1) = т1п(|Д £(х*.у; 1/Л)), р(АДД)

и 11(0*/)=пмп(р(^х*.у; ֊-՝) \ С - 7*
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Тогда и силу (3) имеем

11(-^л./) |‘(О\7) при (4)
ч»

Чалое, полагая С/* = И 
) ։

в силу (2) будем иметь

Согласно допущениям относительно меры и и в силу (4), для 
каждого У= 1,..7* существует изоморфное отображение з„, мно­
жества на некоторое подмножество множества С11)\Ап1.
Теперь, учитывая то, что согласно построению множества Л„.|, .

между собой и множества бА։, ..., О'А между собой попарно 
не пересекаются, положим

°л,у(-«)» если х^Лп./\6к.), ; = 1.........7»
О„(Л)= а7Ил՜’՛ если б*.,),/«И.......

Чк
л, если л'йи |(Дл./\О\>)иол,у(Дя./ 0А,)| 

/-։

Заметим, что для любого натурального 4
/'Л 4 । чь
и иМ4/)-С* (7)

Положим 5„ = о-։. Очевидно есть автоморфизм пространства 
с мерой (Л, р). При этом имеет место неравенство

рх(5я(х), Л')<2/А для всех х^Х и рА<п<р*+։.

Отсюда, в силу непрерывности <э, имеем

Ит ?($,(*)) =?(х). (Н)
П -•ОО

Далее, в силу (7) имеем
ОО Ои ОО ОО ММ р^ I |

Г) и ’п(£л)= П и М^)= л и и /—1 /»1 л-*р/4-։ /=։ । л—

• РЬ । I Ч к -X со

= И и II н зл(Дя >)с Л и 0*.

Отсюда и из (5) следует

(9)

Если П и то начиная с некоторого номера 5л(х)С/-1 л-/
^Х\Еп. Таким образом, почти осе точки л обладают тем свойством, 
что начиная с некоторого (зависящего от х) номера Л’(а') имеет мес­
то неравенство

Р> (<МШ)). ^(5л(х)))<ая, л>Л(л). (Ю)
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Тогда в силу (8) и (10) из неравенства

рг(?п(5я(л)), ф(а))йчР>(«„($л(л*)). ^(5л(л)))+рг(?(5л(л)), <р(х))

получим 11ПЮрл(5л(Л')) *= ф(л-) ДЛЯ Ц —П. В. Д'. 
Л-* V

Пусть теперь есть произвольная измеримая функция на X со 
значениями в сепарабельном метрическом пространстве К. Применяя 
теорему Лизина ((*), с. 89), можно построить последовательность 
попарно непересекающихся компактных множеств Л* таких, что 
функция е, рассмотренная только на Л*, является непрерывной функ­
цией на Л* для каждого Л=1, 2, ... и имеет место

v !1(Л*)-1.
D I

В силу доказанного частного случая, для каждого к существу­
ет последовательность автоморфизмов 5*.л, //=1.2,... множества Л* 
такая, что Нт <?„(£».„(л՛)) = ?(л), для ц п. в. д-^Л*. 

л-*»
Теперь очевидно, что полагая при любом п

Sr.(.x) = S,..n(.\) при A'tyU, Аг֊= 1» 2, ...,

мы получим последовательность автоморфизмов, удовлетворяющую 
всем утверждениям теоремы. \ - Н

Институт прикладных проблем физики
Академии наук Армянской ССР

U. НЦЩЗЦ.Ъ

*>niquni|unnip|nift puin jun])|i k ifLinr|il]iulpuk |։ qnif пгф|» qif

Uu{ujynigt[niJ / L m Ljlui [i:

P* Ь n p b if. ЬЪ/I ujrjph^j^ JLinpfiljwlpu^J тшpujiinL^pn t

p-L nbymцшр pnpL [{uAj }™ф А-f» */pf пр р(А*)<^ОО b

'Ш^шишр 11-£шф flLilhgnq Lb [J Ui p Ш fpfn L [d / * I 5/k li pp Д t[ntT прф ЛЪ/
ьъррш9[, Ш1г1* ПГ ‘ С иЬ^ШршрЬ^ J h uipfjpuipub и1ШрШ^П1.р[ГИ-Ъ 

С b : Л— Г, л— 1, 2, ...} ^шфЬфп/ Ъ11з1՛ tuTjbpfi ՛ ш9пр^ш^шЬnt /<J [nib 

t» прр >!рш рит iiuififr rjm t^uuf[tutnt J f ф nt ljg [tui[

qninL/djnt^L ntAifi ( Д , p) ui ш ршд ni fd pub <ut[uimf прф ft цЛЪ!» pfi iu^uffiufi Sn 

‘bwpnprjutfyet/bnc/Jjnth, np

1 ) ?/шЫридш^ =2>0 /<^*//» • lulftup 1^при^1пл*11 

PH՛ nr bi'p n^>nQ, ши/ш ։i{x£,Y : 5п(х)=£д }<е
2) lim ?4(S«(x))=9(x) ^U/fJ шрри pb pl

ш^и^/fult no plujl/u/l

ЛИТЕРАТУР A—% P U h IL Ъ n b P 3 n b Ъ

1 В. А. Рохлин, УМН, т. 12, вил 2(74), с. 169—174 (1957). « //. И. Требукова, 
УМН, т 15. вып. 2(92), с. 195—199 (1960) J Г. Федерер, Геометрическая теория ме­
ры. Наука, М . 1987.

212


