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Классическая теорема об «острие клина» II. II. Боголюбова (см., 
например, (’ ?)| имеет множество различных обобщений как по на 
правлению усложнения областей, так и в свят с различными усло
виями совпадения функций на острие клина. В настоящей работе мы 
рассмотрим некоторые возможные варианты распространения теоремы 
Боголюбова на мероморфные функции.

Пусть />+ и /9՜ —области в Сл и функции /+ голоморфны со
ответственно в Если О*Г\&՜—тоже область и функции ( 
совпадают в вещественной окрестности некоторой точки 1) .
то они являются голоморфным продолжением одна другой, т. е. су
ществует функция /, голоморфная в £) !֊]£) и такая, что /|/1±=/+. 
Теорему об .острие клина* Боголюбова можно рассматривать как 
граничную теорему о продолжении такого типа, когда |£> пус
то, но д/)+(~]дО~ содержит область в R' и предельные значения /* 
в этой области совпадают. Простейший содержательный случай в 
этом направлении получается при Л/«1. Если лежат соответ
ственно в верхней и нижней полуплоскости и интервал АС R есть 
общая открытая часть их границ, то, как хорошо известно, функции 
/±, голоморфные в И±, непрерывные на Л)*иД соотвегстгенно и 
совпадающие на Д, образуют единую голоморфную функцию в >б- 
ласти I)

Основные трудности, возникающие при переходе от голоморф
ных функций к мероморфным, связаны с понятием совпадения .мсро
морфных функций /+ и /- на общей части границы И { 'О՜ (слож
ным даже в случае /У=1).

Рассмотрим несколько естественных определений этого понятия 
в классической ситуации теоремы Боголюбова: О—область в С та
кая, что /И = £>ПИЛ' связной • у;>0, /1,2, Л}
(здесь л = х4-/у, х, у(^л).

1. Простейший случай — это когда функции /±, мероморфные 
соответственно в Л/г, продолжаются па острие Л/ как отображение 
в сферу Римана С и эти продолжения совпадают на Л1 (тем самым 
на Л1 не допускаются точки неопределенности). 1огда для каждой 
точки найдется окрестность и՝՜ 1Э такая, что либо /г. либо 
1//± голоморфны н О* непрерывны в (/^0'1)1. ^ 11 совпадают
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на .'Un Г'. По теореме Боголюбова, /+■ или 1//* голоморфно продол
жаются в некоторую окрестность I֊' точки ֊° в С՝՛ и, значит, в обоих 
случаях/' продолжается ю функции, мероморфпой в D1 (J lziJI) . 
Из теоремы единственности следует, что /* допускают мероморфное 
продолжение в область I) JQ J/J , где Q некоторая окрестность 
Л1 в C v. • **f’*4|

2. Хороню известно, что функции /±, мероморфные соответ
ственно в D+, представляются в виде отношений h^/g^, где функ
ции I: и g голоморфны в Г) , a h и g~ в D~. Предположим, что 
каждая из этих функций непрерывно продолжается па острие и 
там имеет место равенство Л (д) • g (л) = й_(л) • g+(.v). Это условие, 
>чевидно, выполняется, когда /+ и / мероморфны в окрестности Л1 

и там совпадают. Оказывается, при этом естественном условии соп
ла те;ч:я мер՛ морфного продолжения в окрестности острия в общем 
случае кет Контрпример получается уже при /V=l.

Пусть Г)4 {г(С: ■ у>0}, Л1-1? и /(?)= V ——, где числа 
aZi г-ЦР

•ha такие, чт ряд сходится равномерно внутри области С\{0, i, z/4, 
/9,...}. Поло кнм Л4(?) z • f(z) B(z), g4(z)-z ■ B(z), где B(z) = 

* *_ i ь з
II ------ произведение Бляшке, голоморфное и равномерно
a-i z i k- х

ограниченное в D . Функции Л'(с) и £ч(л), очевидно, голоморфны в 
f) . a J (z)-f\n< Л (г) g (г) мероморфна в D՝. Пусть, далее, 
h (՝) /(-). Я (֊) 1 и Л (г)-Л (г) =у|о- в D՜. Легко видеть, что 
функции Л± и непрерывно продолжаются на £>*иЛ1 и на Л-1 
справедливо равенство h4 • g h~ • g'. Однако мсроморфное про
должение через точку г = 0 невозможно, потому что она является 
предельной точкой для полюсов функции /+.

Отметим, что в частном случае, когда g" (или h±) голоморфно 
продолжаются в окрестность острия (например, когда g±— многочле
ны). мсроморфное продолжение f на М следует из теоремы Бого
любова. В самом деле, тогда существует окрестность UZjM, такая, 
что функции g՛ голоморфны в U, a /Р • g- и Л՜ • g+ голоморфны 
соответственно в U, непрерывно продолжаются на (А)*Г|U) IJМ 
и (по нашему условию) совпадают на М. Пусть <р —голоморфное 
продолжение й = в окрестность острия из теоремы Боголюбова, 
тогда функция f=<fl(g^ • g-) мероморфна в U и /|/>_ = т.
е. /-искомое продолжение.

3. Контрпример в случае 2 оказался возможным из-за того, что 
принятое там условие совпадений не контролирует поведение полю
сов (и точек неопределенности в общем случае) в окрестности М. 
Поэтому можно заранее предположить, что полярные множества 
функций f* .хорошо согласуются* на /И, т. е. существует (/V—1)- 
мерное аналитическое множество Л в некоторой окрестности U. эЛ1 
такое, что полярные множества Pf<J]UcA. Вне Л1ПЛ потребуем 
обычное совпадение голоморфных функций: /* непрерывно продол
жаются на (D |J5f)f\(U А) и совпадают на Л1\Д. При таком ус
ловии совпадения тоже имеет место аналог теоремы Боголюбова, ко- 
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торый также сводится к голоморфному случаю. Действительно в 
окрестности произвольной точки ЛМ множество А либо пусто, либо 
задается одной голоморфной функцией, скажем Д( V {<р 0} (I 
окрестность с°). Гак как ) мероморфны и А есть локально конеч
ное объединение своих неприводимых компонент (см., например. ( )), 
то существует число $ такое, что функции /± . голоморфны соот
ветственно в О ֊ I I , непрерывны в (О*иЛ4)(~||/ и совпадают па 
/МП И. По теореме Боголюбова они голоморфно продолжаются в 
окрестность г° и, значит, мероморфно продолжаются в эту ок
рестность. 1 лобалыюе продолжение в окрестность Л1 следует из 
теоремы единственности.

4. Пусть для простоты £)-шар /3(0, г) и функции / , голо
морфные соответственно в А>+, удовлетворяют условиям теоремы 
Боголюбова. Комплексная прямая А вида г а {-//», где щ-Л1, 1>£[)

пересекает I) по кругу, а /А I |А— полукруги с общим (ир՛дком 
границы А=.ИПА. 11а этой плоскости функции / , совпадающие на 
Д, образуют единую голоморфную функцию в I) /.. Это свойство 
дает возможность принять следующие определения совпадении г + н. 
Л1. Можно требовать, чтобы дли каждой комплексной прямой / у,՝ 
занного вита сужения функции / на /. мероморфно пр( юлжалнсь 
на А' О и чтобы для любых А и А' указанного вида эти пр՛ л՛ тже 
ння совпадали на АПА' (как отображения в С). Но это очень сил 
ное условие, и для справедливости теоремы можно брать не все /. 
а лишь некоторое их подсемейство. Пусть У есть семейство комп
лексных прямых в Сл вида А:г >£С, где <;^Л/ произпиль
ное и {Ь\ Ь*....... Ь ՝ - фиксированный набор линейно-нг«ависи-
мых векторов. Предположим, что для каждой прямой А( / функции 
/^/,±(•,4 мероморфно продолжаются на £>ПА и для любых различных 
А, А'(;£ эти продолжения совпадают в точке А А'ь.М, т. е. образуют 
единую функцию на М (со значением в С(Л«с}). Сделаем С-лине! 
ное преобразование I пространства С՝՛ с вещественными коэффици
ентами. сохраняющее R5 и переводящее векторы Ь< в базисные век
торы (0,.... 0, 1,0........ 0)-е> (1 на /-ом месте), /= I, 2. .. V. Тег та
функции I 1 определяют единую функцию / па множестве А- 
= (А)։х£,Х ... ХА*)и и(£։Х ••• Х£д 1 • 7Л)Г.С\ где = 
= /(А))ПС2/ и Е) — отрезок вида на оси хь у-1,2, .... .V. Но 
построению / сепаратно мероморфна на X, а тогда по теореме а тс՛- 
ра (см. (4), теорема 2) она продолжается до функции /, мероморф
ной в области Я2?Л. Так как 7|Л-,(Р±) = /±|Л.п/|р1>. т0 из те0Ремы 
единственности следует, что функция /, равная / в Й н ] соответ
ственно в £)±, мероморфна в области £) 11 ппЛ1|е‘тся иско
мым продолжением /±.

По существу мы доказали следующее
Предложение. Пусть функция / мероморфна в областях 

М- и О՜, а на определена как отображение в 
Предположим, что сужение / на каждую комплексную прямую 

является мероморфной функцией в одномерной области !) А. 
207



Тогда существует окрестность В 3Л1 в Сл такая, что г продол
жается до функции, мероморфной в .

Отметим, что условие совпадения продолжении /*|п։п1 ||а 
/.| |/. для 1.1 необходима. Это видно из следующего простого 

примерз. Функция /(г) ехр( ——- ) голоморфна в 0+^11՜ (п С*) и ее 

< ужение на любую комплексную прямую А : г-=аЛ֊/Ь, «(.-К1, го
ломорфно при а О, так как нее особенности /лежат на прямой

- 0. 11.1 прямой / :с >Ь, Ь{Л)+, сужение / равно ехрЛ ———\
\ Л։ 1 6, / 

т. е. постоянно (в частности, голоморфно продолжается на 
ио э|и константы для различных /. различны и функция /|о»иь-. оче- 
в.1 то, не продолжается мероморфно в окрестность Л1.

В заключение приведем формулировку теоремы «острие клина» 
кт я мероморфных функций, аналогичную классической теореме В. В. 
Боюлюбова и вытекающую из предыдущих рассуждений.

Теорема. Пусть область Т) в С՝ такая, что М = 
связно, I)* у/>0, у = I, 2, ...V}, функции мероморфны
соответственно а областях и совпадают на Л/ в смысле пун
ктов 1. 3 или 4. Тогда существует окрестность и мера
но рфна я в [) В ,1) функция / такая, что /1,1±=/±.

Вычислительиын центр Госплана
Армянской ССР

1Г. Վ. ՂԱԶԱՐՅԱՆ
III.гп։Iոгф ֆրւէն 1|<JէւinliԼг|i համար <uLll||l ԱՈ1Ր 6ш|г|1Э pLnrLd|l մասին

Հոդվածում դիտարկվում են ն. Ն. Բոգոլյուբովի հ!>/ անա-
էՒ*”ՒԿ շ ա ր ո ւն ա կ ո է թ ւ ան մա է/ին •» անրա՛ւ այտ թեորեմի որու րն դ» ան րա դում - 
ներ մերոմորֆ ֆունկցիաների դասՈւմւ

֊իմն ական դմվարությունր, որ ծագում Լ հ ոլո մ ո րֆ ֆունկցիաներից մե- 
րո յ որֆն երին ան ցն ելու մամանակ, կապված է երկու մերոմորֆ ֆունկցիա
ների եդրային արժեքների (' Հ ա մ րն կն ե լ ո ւ դադտփարի »ետս սեպի սուր ծա/րի 
վրա ւ

Դա այնքան Լ[ պարդ շՀ անգամ հ! ~ 7 դեպքում, Հարթության վրա, երբ 
մերոմորֆ ֆունկցիաների րեեո/ււյին կետերի բադմութ <ունր դիսկրետ էէ Շատ 
կոմպլեքս փոփոխականների դեպքում մերոմոյւֆ ֆունկցիան երր , քացի բևե
ռային բադմությոէնից , որր դիսկրետ չէ, կարոդ են ունենալ նաև անո բոշու
թյան կետեր, որոնց կամայական շրջակայքում ֆունկցիան կարոդ Լ րնդունել 
ցանկացած արմեքւ Բեորեմ ի ի ր ավ ա ցի ո ւ թ յո ւն ր կախված է հ ա մ րնկն ե լիու
թյան ս ա հման ո ւ յՒտ՛ որի Հնարավոր տարքերակներր դի տարկվոէ մ են հոդ
վածում»
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