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Спектральные свойства пучка дифференциальных операторов

где Л1 =

М(и) +ս(//)=о, (л, укасг (1)
д3 д3
дх3 Ժ/ ’ А = Д—оператор Лапласа при нулевых краевых

условиях

и|г = 0, Г «=ԺԶ, (2)

впервые были рассмотрены в работах Р. А. Александрина (1։) в свя
зи с изучением качественного поведения решений системы С. Л. Со
болева (3), описывающей малые колебания вращающейся идеальной 
жидкости. В них было показано, что эта задача эквивалентна изуче
нию спектральных свойств некоторого ограниченного и самосопря- 

О
женного оператооа, действующего в пространстве При пос
троении спектрального разложения упомянутого оператора фунда
ментальную роль сыграло исследование свойств введенных в (’) спе
циальных диффеоморфизмов 3?(±) границы области, а также привле
чение теории Пуанкаре—Данжуа, сохраняющей ориентацию гомео
морфизмов окружности.

Если в (1) М представляет собой простейший ультрагиперболн- 
ческий оператор, а /.—оператор Лапласа, то основное уравнение (1) 
принимает вид

^=о Пэ
дх] г+1 дх<

и при р՝|<0 представляет ультрагиперболическое уравнение, содер
жащее числовой параметр )>. В том случае, когда П есть л-мерная 
сфера с центром в начале и радиуса R, в работе (։) доказывается 
существование полной системы собственных функций задачи (1 )—(2).

В настоящей работе мы рассматриваем аналогичные вопросы 
для операторов с постоянными коэффициентами, однако уже дейст
вующими в пространстве вектор-функций. Л

Пусть й —произвольный эллипсоид с уравнением 1-^вуМ/=
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=0. Рассматривается однородная краевая задача для нижеследую
щего линейного пучка дифференциальных уравнений

М(ц)+ВД=Ь, хС-ЙСК”, (3)

и|г«=0, 1=д£1 (4)

-* п д1и - ■* л д*и.
где 7И(к) = —V АИ~Т~к—• £(") = —2 5</ -т—;—» 

/7-> дх,дХ) м-1 дх1дх]

и = (иг ... ит) искомый /л-мерный столбец. Предполагается, что Д(у = 
= Л/։, = / = 1, ..п) и все они суть постоянные, симметрич
ные матрицы порядка тУт; предполагается также, что квадратич
ная форма

2 (В/ЛЛ')>с2М։ (5)
/,/«^1 /—1

для любых векторов 51,..., с=>соп5С>0.

Обозначим через Ф линейное многообразие вектор-полиномов, 

т. е. вектор-функция Р(х) = (Р1(х), ..., РЛ(х))^, если для любого к 

(!<.£< т) Рк—полином, а через .'Э°1—совокупность всех вектор-поли

номов степени не выше /, т. е. Р(х)£<?\, если Р(Х|Е^ и шах де^РДх)^

<11. Пусть, наконец, Сп(й)—банахово пространство непрерывных в 
й, исчезающих на границе Г вектор-функций с нормой

И/В“ 2 тах|/*(л)|, где /=(/։(л), ../т(х)). (6)
л=1 хее

Лемма 1. Пусть /£СО(Й) произвольная вектор-функция, тог՝ 

да существует последовательность вектор-полиномов {Рг(л)}р_։, 

Р'(х)£С0(й), которая при г—со по норме (6) сходится к /.
Доказательство. Пусть е>0 задано. По теореме Вейер- 

штрасса существует последовательность многочленов 7*(х) (^=1, 
2. ...»/п), которая при /—оо равномерно сходится к /*(х) (А = 1, ..., т). 
Следовательно, существует такой номер А'0(е), что при />А’О 

т2 тах|/*(х)—^'А(х)|<е. (7)
Й=1

Через й&, ։^>0, обозначим множество, состоящее из всех точек об
ласти Й, расстояние от которых до границы Г больше 8. Тогда ясно, 
что при достаточно малом I для всех А*1,2, ...»л» будем иметь

тах |^(х)|<тах |?'*(х)- ^(хЦЧ-тах |/л(х)|< — . 
х62\а1 л62\Я4 • -Гб»\«4 т

Следовательно,
т2 тах |^(х)|<2е.*=։ (8)
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Составим вектор-полином Р'(х) с компонентами Р'(х) по формулам

(* = 1.2.........т),

который при всяком целом г, очевидно, принадлежит банахову прос- 
—• — л

транству С0(й). Принимая во внимание, что V а^х, в строго 
/.У-!

меньше единицы, а величины тах|^(л)|(/ 1,2,...). очевидно, огра-

ничены не зависящей от I константой, найдем г0, зависящее от е н 3, 
такое» что при всех л>г0

(л \ 2г г
V аих,Х;) д'й(х)< — 
С/-1 / 'П

и» следовательно.
т
У тах 
л-1 хея։

^*(*) (9)

Сопоставляя (7), (8), (9), получим
тт

\\/-Р'\\~ 5 тах|/л(л)~Р;(х)|=у тах |/д(х)-^(х) ]
л-1 .геилб-*

т
V тах |/л(х)—(?'(х)| 
л 1 гей

(10)

В силу (7) первое слагаемое справа, в (10), меньше е, поэтому оста
ется оценить второе слагаемое. Легко видеть, что

т
у шах
*-1 леи

т л \ 2г
у а1/х1х}\ ?'4(х)
Л/-1 /

1г

тах

и второе слагаемое в силу (9) меньше в независимо от /. 
С>М0(г), будем иметь

Выбирая

—> —• ГП
||/-Р'||<е+ V 

Л-1
шах

\2г 
Л//Х/Х;) 1֊ 8^2

+ у тах|<7'(х)|-Н<4е. 
л -1 «\аг

Лемма 1 доказана.
Пусть = п, т) максимальное число линейно независимых 

вектор-полиномов, принадлежащих ёРь В линейном многообразии 
зафиксируем некоторый базис и каждому вектор-полиному Р(х)£^1 
сопоставим А/-мерный вектор представляющий собой упорядо-
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ценную совокупность его коэффициентов. Таким образом, мы полу- 
—

чим взаимно однозначное отображение ~ Определим в R1*
новое скалярное произведение следующим образом:

{Я.?}- (■((

2
1— у, «лгХьхДтг^,

*.г-1 /
--’<7 Мх, (И)

и, чтобы подчеркнуть это различие, будем его обозначать через ЯЛ'.
Скалярное произведение (11) порождает в линейном многообра

зии скалярное произведение по формуле

<Р(х), к§(х)}, (12)

Из (12) следует, что отображение « является изометрическим 

изоморфизмом между и КЛ’.
В пространстве R4 рассмотрим операторы М и £, которые оп

ределены по формулам

/И(?) =

(13)

Так как операторы М (1 — V а/уХ/хЛ, ь(\—V «/уХ/хЛ 
\ ։ ./=։ / \ /./-։ /

отображают в гР/, то формулы (13) действительно определяют 
отображения ЙЛ в Йл.

Лемма 2. Операторы Л? и £ симметричны в скалярном про
изведении (И), причем оператор £ положительно определенный.

Доказательство. Пусть р, д произвольные элементы из RЛ', 
тогда

{Мр,

и

а(1х{хЛ--*Мр,

Интегрируя по частям, получим
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д*((1-2 а{)Х(х\--1"Л

— -У=Ср.

Совершенно аналогично убеждаемся, что {Ьр, (]} = {р, 1д}. Кроме то
го,

и дхк

ОХ г

применяя неравенство (5), получим, что {1р, ^р}>0.
Определение. Отличный от. тождественного нуля век

тор-полином Р0(х) называется собственным вектор-полиномом, 
соответствующим собственному значению >.о, если он является ре
шением задачи (3), (4) при Х=).о.

Имеет место следующая
Теорема. Система собственных вектор-полиномов задачи

—Ф _ 
(3), (4) полна в банаховом пространстве С0(Й).

Доказательство. Пусть ненулевой вектор />0СЙЛ является 
собственным вектором пучка

ЛГЙ+>£(£) = 0, (14)

соответствующим собственному значению /֊=>0. Так как оператор ~ 

является изоморфизмом между и К,у, то
л
£ а»

Л
։Ро “О,

а это означает, что вектор-полином ( 1 — V Яг/Х^хЛя՜1/^ является 

собственной функцией задачи (3), (4), соответствующей собственно
му значению )֊0.

Из леммы 2 следует, что линейный пучок (14) является регу
лярным пучком, поэтому существует система линейно независимых 

векторов рь (А=1, 2, ..., А), таких, что Л1(р*)4-Х*/.(р*) = 0 (*"=1, 
2,..., А), где среди ** могут быть и кратные. Таким образом, дока

зано, что вектор-полиномы ( 1—V а//Х<Х/)«՜’^ являются собствен- 
\ /

ными функциями задачи (3), (4). Теперь заметим, что всякий век
тор-полином степени (/-|-2), исчезающий на границе, представим в 
виде Л — 2 аих1х1\р1(х), где (1ерД(х)</, поэтому легко понять, 
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что число линейно независимых вектор-полиномов степени не выше 
(/4-2) и исчезающих на границе равно А/—/У(/, п, т). С другой сто
роны, число построенных нами линейно независимых собственных 
вектор-полиномов степени не выше (/-}-2) в точности равно /V. Из 
сказанного и из леммы 1 легко заключить, что построенная система

собственных вектор-полиномов действительно полна в С0(й).

Ереванский государственный университет

Դ. Ս. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. Հայկական ՍՍՀ ԴԱ ակադեմիկոս ГК Ա. ԱԼԵՐՍԱՆԴՐՅԱՆ
է լ իս| и ո |ւ ղ ա լ տիրույթներում գծաւին րլ |ւ|> Լ гЬ Га <] |ւ ա լ ՕԱ]ե ГШ1ППгГ1Ьг[1փնջի սեփական վեկաոՐ-բաէլմանդա մների համակարգի լրիվության վերաբերյալ

Վեկտոր-ֆունկցիաների տարածությունում դիտարկվում ( դիֆերենցիալ 
օպերատորների փնջով ծնված Դիրիիյլեի հետևյալ ի^դիրը

,Ա(ս)+>Լ(ս)~Օ, *6Զր1?'«|ր=0 (,)

Որտեղ Լ —^աՐհՒ1 հաստատուն գործակիցն Լրով դիֆերենցիալ օպե
րատորներ են, րնդ որում ենթադրվում էէ որ էլիպաիկ օպերատոր (, 

ս = (//յ, . . .» Արո)—որոնելի վեկտոր-ֆ ունկցիան է, էլիպսոիդալ տի
րույթ է, ԺԶ:

հաոուցվում է ի զո մ ե տ ր իկ-ի զոմ ո ր ֆ ի դ մ ր մինչև [-րդ կտրզի վեկ-

տոր-րազմանդամների ե 171, /) չափանի վեկտորական տարա-
ծ ոլթ լան միջև և օզտադործե յով 7Г արտա հատկա թ լու նները
ապացուցվում է» որ (է) /Անդրի սեփական վեկտոր-րաղմանդամնե րի համա

կարգը է^իվ է Լւ^ում անընդհատ և ()Տ.1-ում զրո դարձող վեկտոր-ֆ ունկցիա- 
9

եերի ր ան ա խլան տարած ու թ լուն ում է

ЛИТЕРАТУРА - ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 Р. А. Александрии, ДАН СССР, т. 43. № 5 (1950). 2 Р. А, Александрин, Тр. 

Моск. мат. о-ва. т. 9 (1960) 3 С. Л Соболев, ПМФТ, № 3 (1960).

152


