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МАТЕМАТИКА

К В. Гаспарян

О мультипликативном разложении экспоненциальных семимаргингалов

(Представлено академиком АН Армянской ССР Р. В Амбарцумяном 23/ХП 1987|

В работе получено мультипликативное разложение для экспо­
ненты Долеан специальных семимартингалов и доказано, что при не­
которых условиях положительная степень экспоненциального ссмнмар- 
тннгала является экспоненциальным семимартннгалом, откуда следует 
результат о мультипликативном разложении положительной степей । 
экспоненциальных локальных мартингалов. Относительно фильтрации 

л, заданной на некот ром полном вероятностном простран­
стве (й, 7, Р), не требуется выполнения „обычных" предположений 
полноты и непрерывности справа, а все рассматриваемые семимзр- 
тпнгалы и локальные мартингалы считаются опциональными (’)•

Упомянутые выше мультипликативные разложения были полу­
чены ранее в (3) при „обычных* предположениях на фильтрацию А.

Пусть ХбЗ—семимартингал с разложением Х—Хг | Хк, где 
X' - Л7՜-! Х՝\ Xе и X1' (Л*)—непрерывная и чисто разрывная непре­
рывная справа (слева), имеющая пределы слева (справа) составляю­
щие процесса X (’). Рассмотрим стохастическое уравнение (уравне­
ние Долеан)

г-1 +г_ • х'+г • ах (1)

где /_ = (2|_)г>о. В классе 5 уравнение (I) имеет единственное (с 
точностью до неотличимости) решение Л г(Х), задающееся форму­
лой (։)

Е(А'), = ехр( X,-1 П (1 + ДА)^-ДЛ’ 11 (1 + Ь'Х,)е֊л* Ч (2)

где квадратическая характеристика непрерывной маргингаль-
ной составляющей семимартннгала X, АХ = Х1—Хл_, Д*Л\ = А\Ь—А\, 
•5^0 (бесконечные произведения в правой части (2) Р—п. и. абсо­
лютно сходятся для любого Г>0).

Лемма 1. Если X, то
«(А')г( Г)-Е(ЛГ +- Г4 [И).

(Здесь |Х Г| = <Х, Р>Н V ДА'.ДГН £ Д^Д’Г,—квадратическая 
*<՛

вариация процессов X. и <^Л\ — взаимная ква фатическая
хар ктеристнка непрерывных мартингальных составляющих семимар- 
тингалов X и >').
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Доказательство л ими непосредственно следует из формулы 
Нго (’)
£(.\|ь(}) (Л'|_ ЦГГ £(.\ ) • ։( Гг () ) ■ мА')' 1 £()')• ՛֊(Л'л |։(А'),
з(Г)| Отсюда имеем -(Л’):( Г) I (-(Л')ь(1 )). • (Л7 4֊ У' [Л7, У'|) Ь 
+ (6(Д>(У')) • (Х« Ь Г* • |ЛХ )'*]).

Теорема 1 Пусть Х^З,,—специальный семимартингал е 
разложением X \га, где Х\."и,<—локальный мартингал. А£ 

1„։—сильно предсказуемый процесс (’) локально интегрируе 
мой вариации на К — [О, ос| и 1.4 1, Д*.4^- 1. Тогда существу­
ет процесс такой, что

дХУ-ч(Х}'.(А),

где .V - (1 т-1.4)֊1 • М+(Ц-ГА) * • М (ЛГ-ЛГ-МП
Доказательство. Предсказуемый процесс (14-1.4)՜’ и оп­

циональный процесс (1-{-ДтЛ) ‘—локально ограничены, так как сече­
ния множеств [|1 Дл|^ — и -|14Д*Л)|^—] не имеют точек на-

I н I п I
копления н /?, для любого п՝■՝1. т. е. определены стохастические 
интегралы (1 1.4) 1 • \' и (1 1՛. 1) ‘ • Л’*' (см. (’)). Положим теперь 
Л-=41+Д.4 )՜’• ЛЛ4-(Ц֊Д*.4)՜1 • V, У^./'|ое. Согласно (*) имеем |/V. 
•4 ]( ”|,м. С другой стороны очевидно, что ;У=У+[У, Л), так как 
\ X', ХМ г цл 4- [ Д', Д |), Д’У 1՝(.У4| Л', .4 ]). Отсюда из леммы 1
имеем, что г(Лл) = е(У4 1 Д]4Л) = е(У)£(Л).

Теорема 2. Пусть /^>0 и процесс У £3 такой, что
|(1 х)՛ — 1— /х|«а'£V — процесс ограниченной вариации, т-1,2, где 

!1‘ и н։ целочисленные меры, порожденные скачками процесса У 
вида ХУ и 1’К, соответственно. Тогда существует процесс Х(1.)^8 
такой, что

е>(Г) = т(Х(л)),

где Х(')~ч У-|֊ -V - 11 <Г«> V £/'().).
2 1^։

Доказательство. Согласно формуле (2) имеем ьх(К)/ = 
= ехрЛ У,- ±<ух>\ р (14-Л УАе-^у* П (И Д’Л)*е-ХлЪ'՝. По- 

ложим теперь /У/=-е'։ц Л',-- П( 1 1 Г,)։е֊'-4>’з П( Ч X՝ УУУе-^,,\, 

{.'=е
Применяя далее формулу Ито (’), получим Н={-{'ьН_- 1’4

+ —Н <У‘> >Н ■ Гл'4/Л(еХ։֊1-)х)ф։ • А/(е^-1-)х).р։. Учи-

тывая, что Л = 1 —— /. ■ <}՛ 
2

получим, применяя вновь формулу

Ито, после несложных вычислений *-'(У) П 1.К Н е' (У). • • Уг 4

; ։Д У) • Р Г* 4 £/’(/)!. где У=֊ Уг-\ Ч-рззло-
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жение процесса Полагая теперь Л(/)» Л(/ )ГДЛ(/ И, где

~ А"(* )<г-=/ }’* (7։(>), получим доказа-

тельстпо теоремы 2.
Следствие 1. Пусть />0 и задан процесс ¥^8Р с разложени­

ем У— Л!| В, где /Иь^ос. Тогда если процесс и<(> Д-.
I 1,2, то существует процесс Х(к)^р с разложением Х{>)=- 
= А'(')-М('). где <У(/.) = /./И 4֊ )֊^'('))е "10с, А(>)-֊/Ве

+ /—^֊<Гг>+1^(>)€.ЛП^1ос так. что
2

• е>(У) = е(А'(/)).

(Здесь £7ф)—компенсатор процесса П1^), /1,2).
Доказательство следствия 1 непосредственно вытекает из тео,е- 

мы 2, если положить там У' М' Вг и }* =М*•'- Ви, где Л/= П' е 
ЛК и /?=/Г . 5х'—разложения процессов Л/ и В.

Следствие 2 (ср. (2)). Пусть />0, процесс У-Мс. 'В11С с 
А.И> —1, Д*.Н> —1 и Г«= (п((/: А \|, = — 1 или УМ։֊ — 1). Тогда ес­
ли \ ‘(/)=С>(л)г€ '/|пс. /1.2. то существует процесс Х(с)£8р с 
разложением Х(> .)= А’(') +-Л(/), где А.4(/)>— 1, А’Л(/.)>—1 и = 

/Л1Д-\(1'.(,)_Р(/))С "10с, /!(>)- /(/~]) <АК>ГЧ 2£РФК.>֊ 
(֊л -

Г|Л|ос так, что

г4А1) = е(Л'(/))( ’(/)՛.

\ (/)--֊(!Ч֊ЛЛ(/ ))֊’ • .¥(/)'•» (14 ГД(>.))֊> • Л (/ (Здесь С'() )7 -
—/7'(/),лг—остановленный в момент 7'процесс /=1,2).

Доказательство. Согласно следствию 1 имеем гх(Л1) = 
- (А( )). Легко видеть, что ^(Л(/)) =е(Х(>.)1, так как Л(Д-А”(') на 
|[0, ГЦ и е(.У(А))« е(А’().)) I) на НЛооЦ (^Хг{') УХ,^)֊^ Пока­
жем теперь, что дА(/)> 1 и —I. Положим 5,- !п((/:
:ДД,(/.)^ I). 5,= 1пЦ/: Д’А/(О 1). Из очевидных равенств

ДЛ<1(Х1 = Е|ДХ;|(/)|^л|-1 £'1(Н АЛ1с,)1-1ЦЛ1-|,

Д’Д5,(л) -7:Р’Л\(/)|.Г>։| £|(Н Д’Л-(5,)՝-1|7А||

следует, что
£(14֊ДЛ!ч1)'7.ч<«“^(1-гДЛ5|(/))/5|<»<0.

£(1+Д‘ЛМ75.<вв-Е(1 + А’й;։(>))/5,< <0,

т. е. Д/И51 = -1 на (51<эо), Д*/И5»=-1 на (5։<°°) значит, 5^Т 
и Далее имеем

4-Д*Л/5։/г-5,<« 1 = — Р{ 7=5!<оо)- Р( Г^52<см>), 
так как ( Г<5։<оо)е / л,- и (7‘<5,<оо)е Таким образом 5։>Т и 
5->Г. Но так как АД(/) = <ГЛ(/.) 0 на ||Г, ~||, то отсюда получим. 
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что А.4(>)> 1 и Л’Д().)>—1. Для завершения доказательства след* 
слепя 2 применим теорему I.

Следствие 3 (ср. (’)). Пусть и процесс У=/Иь^1ог с
ЬМ —1, Д’Л! 1. Тогда существует процесс Х(Ь)£8Р с разложе­
нием АЛ(') = Л(/) /(л) так. что

е?(Л1) = е(Л(/))цЛ(/)),

где процессы /Ц') и Л(') такие же, как в следствии 2, а
г(Д(/ ))>0—убывающий процесс с ЦД(0)о~ 1>

Д< казател ьство. Так как процессы V (> )е--/юс. /=1,2 (см. 
(։|). то согласно следствию 2 имеем £'(Л1) - £(М(՛ ))г(л(/)), где 
ДЛ(/)>-1 и Д’я(/)>— 1, т. е. процесс ЦА։/))>0. Однако, так как 
е(.4(/|) Цз('))_(1)). то и процесс ։(4(/))Д>0 и, ввиду того, что 
։(А(/)) —1 ц.՛(')>_• л(/)'֊Н(Я(/)) ♦ Л(/ И, где процессы Л(/.)’ = 

=֊ >1 I *(/.) и А(г.)«= 1'2(/.)—убывающие, получаем, что и
А»

процесс ։(/(')) убывающий и ^(,4(/))0= I.
Замечание. Мультипликативное разложение, полученное в 

следствии 3. существенно используется для излучения достаточных, 
близки к к неул \ чшаемым условий равномерной интегрируемое!и 
экспоненциальных мартингалов

Ереванский Ниаи техническии институт им К. Маркса

Կ. Վ. ԴԱՍՊԱՐՑԱՆ
Լ I աւ|ււնեն<յ|ւսւ[ սԼւ1|)ւ1սւրւո|ւն(|ա|նԼւփ ւ1 ու(տ|ւս|լ|)1|սւսւխ|

<| Լ г । ւււծ и ւ|) |սւ(ւ մ սահ ն

^որյւք ածու մ ոտացված Լ ու լտի պլի կաս։իվ վե րլած ութ յան Հատուկ սե^ 
մ ի Ո ա րտ ին ղ ալն ե րի Դոլեանի էքս պ ոն են տա յի ւամար ե ապացուցված Լ , որ 

որոշ պ այմանների ւլեպրում, է ր ս պ ոն են ց ի ա լ ս ե մ ի մ ա րտ ին ղ ա լն ե րի ղրական 
աստիևանր նույնպես է ր ս պ ոն են ց ի ա լ ս ե մ ի մ ա ր տ ին ղ ա / Լ է որտեղի ց Հետեում 

/ ւք արոիպւիկ աւոիէ/ վ ե րք ած ո է /հ ուն ր Լ ր աղ ոն են ց ի ա լ քոկալ մ ա ր տ ին ղ ա լն ե րի 
ղրսւկտն աստիճանի Համար*

1րիվ Հ ա վս/ն ա կ ան ա կ ան տ ւ*ւ ր տ ծ ա թ յ ան *1րա արւքտծ ֆի լտ րա ցի այի ց չի 
պ աՀ տնջւք ա*ք, որս/ ե սղի Նա րա։/ արարի ս ս ո ւ/ո ր ա կ ան )) պ ա յմ անն երի , իսկ 
րպոր ղիտարկւ1ող ս ե մ ի մ ա րա ին ղ ա լն ե րր և լոկալ մ արտին ղալն երր եՆթա֊ 
ւլրէիււմ են ոպցիոն ալւ
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