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Классическая теорема Монтелл утверждает, что множество .7 
мероморфных функций образует в плоской области (7 нормальное се
мейство, если можно указать такие три различные значения и^, ш„, 
о>4 на сфере Римана й, что уравнения /(г) - шь • -1,2,3, не имеют 
решений в О тля любой функции ДЛ Известные доказательства 
этой теоремы существенно опираются па результаты теории функций 
комплексного переменного. В настоящей статье мы показываем, что 
в действительности теорема Монтеля имеет топологический характер 
и ее суть сводится к тому, что комплексное многообразие Й\Г, по
лучаемое удалением из сферы Римана О замкнутого множества Г = 
= {1и1. ՝"։. шз), является гиперболическим многообразием. Это обстоя
тельство позволяет распространить утверждение теоремы Монтеля 
на голоморфные отображения в гиперболические многообразия.

1. Пусть М и V —произвольные многообразия, снабженные 
функциями расстояния 5и и (в дальнейшем мы будем предпола
гать Л1 гиперболическим многообразием, и поэтому в качестве 4,и 
будем выбирать функцию расстояния Кобаяси </ч (см. (*)). Обозна
чим через Е(.И, .V) и ^(ЛТ, Л) соответственно пространства непре
рывных и голоморфных отображений из Л/ в Л՛ с топологией равно
мерной сходимости на компактах из Л/.

Напомним, что множество >ЗЕ(.И, .V) называется ранностепен
но непрерывным в точке /Д;Л1, если для любого числа &^>0 сущест
вует такая окрестность и точки р, в которой '•у(/(р)> /(<?))<С։ для 
всех </( (7 и всех /£.7. Множество .7 ~Е(А1, М) является равномерно 
равностепенно непрерывным семейством, если для любого числа е>0 
существует такое число б^Х), что при всех р, у которых $н(р, 
0<Л выполняется <у(/(/>), /(</)К։ для каждого /(.а.

Непосредственно видно, что множество .г.1Е(М, .V) не образу
ет равномерно равностепенно непрерывного семейства в том и толь
ко в том случае, когда можно указать такие два последовательности 
точек (р.) и (</,) на Л/ и такую после ювательность функций (/,) из 
.7՜. что м(р.)֊ Ъ, но <,( 7.(р.), -0 при э-*оо.

Последовательность точек (р.) назовем Р-последовательностью 
семейства отображений .7.

Это свойство семейства отображений переносится на индивиду
альное отображение в терминах Р-последовательностей. которые 
впертые возникли для мероморфных функций (см. (’)) и распристра- 
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йены ня голоморфные отображения н эрмитовы многообразия в (*) 
Мы вернемся к этому понятию и пункте 4.

2. Напомним, что множество голоморфных отображений >с 
С . ( /И, Д/) образует нормальное семейство в смысле В,. (*), если 
любая последовательность отображений из .7 содержит такую под
последовательность (/.), которая либо равномерно сходится но ком
пактах из М к некоторому голоморфному отображению /, либо 
(/») компактно расходится в М Последнее означает, что для любо
го компакта К М и любого К'С.К существует такой натуральный 
помер V, ЧТО /,(А')ПА"=0 для всех Извести , (см. (4); с. 197). 
что если Л/--полное эрмитово многообразие и множество Д 
Д') образует на М равностепенно непрерывное семейство, то .7 бу 
тег нормальным семейством. Этот результат мы используем для до
казательства следующей общей версии тео| емы Монтелг.

Теорема 1. Пусть М—произвольное гиперболическое много
образие и К— компактное многообразие. Пусть Г,, ..Гтакие 
замкнутые подмножества в К՛, что для каждого I, 4 = 1,..., х 
мно жсство ,\՛ Г/ является полным гиперболическим многообра- 

$
заем и П Г/ состоит из конечного числа точек. Если множество 

1 — 1
ДС.Х(Л1, -V) обладает свойством, что ни одно из отображений 

/\-.7 не принимает значений из । Г/, тз ~ —нормальное семейство. 
4—1

3. Доказательство теоремы 1. Заметим сначала, что мно
жество ,7*. состоящее из отображений /С*7. как отображений /С 

( И, Д1 \ Г,). I \,...,з, образует на Д1 равностепенно непрерыв
ное семейство при каждом /, 4=1.2........ 5. поскольку голоморфные
отображения обладают свойством невозрастания расстояния относи
тельно функций расстояния Кобаяси </.ч и а.\ гг Поэтому с учетом 
полноты гиперболических многообразий Д1\ Г1։ 4=1, 2, и отме
ченного выше результата /?։. заключаем, что семейство .7 нормально 
в ^(.И,/V ГЛ, I- 1,2... ,5. Осталось показать, что если |/)С 7 
является компактно расходящейся последовательностью отображений 
/. :М—/У\Г/ для каждого 4, 4=1,2.........$, то (/,) содержит подпос
ледовательность, которая равномерно сходится на компактах к неко
торому отображению К).

Рассмотрим такую последовательно ть (Кп) связных компактных 
подмножеств в Д', для которой .11 = [А,, и КПС 1п1Кл1, Пусть 

Л

п Г/«={у........ Уш} И Р1.взаимно не пересекающиеся окрест-
' 1 ' ,, 
пости точек у։........у„, в К. Рассмотрим такие открытые покрытия с,

т л
замкнутых множеств Г<, 4-1. 2, ..что 1ак как

Л/\С’( являются компактными подмножествами в А I», 4* 1,~. ...< ч. 
то существует такое натуральное число ')՛ чт0 А(А։)’ (Д ՝ Уд— 

5 т
0 для всех >>*(А'։,/). Следовательно, /,(А’։) П V, - ' ՝ / ллп



всех *>>.-•/( Л’,)=max *•( К,./). Так k:ik A'j —связное множество, от 
1«<*

существует такая подпоследовательность последовательности (/,), ко
торую ми опять обозначим через (Л), и такой номер J, что /,(А'։)2. 

V7,
Применяя к подпоследовательности (/.) и множеству Л'2 анало

гичные рассуждения, мы найдем такое натуральное число что 
т -

/.(A',)ZIJ V) для всех v>vs. Так как Д'» —связное множество и 

/.(A'։)l_ V7, то Г7—для всех v ->։. Итак, для каждого
существует такой натуральный номер v„, что /,(A'J _ I/; при всех

Выберем теперь окрестность К точки У7, 1/*С V
Л 

крытое множество С'* так, чтобы

и выберем от-

Для достаточно больших поляров v имеем /,(А։)С1Р и /,(A'։)Z 
Г7. Значит, /,(А։)д17. Продолжая рассуждения, получим, что 

для каждого т N справедливо /,(А'Я)С V'֊ при всех достаточно боль

ших номерах >. Это значит, что последовательность (/,) содержит 
подпоследовательность, равномерно сходящуюся на компактах из М 
к постоянному отображению / у-, что заканчивает доказательство 
теоремы 1.

4, Пусть Л1 — гиперболическое многое бразие с функцией рассто
яния Кобаяси d w и V—эрмитово многообразие. Последовательность 
точек (р )Л1 называется ^-последовательностью для отображения 
/i-.jtf(.U, Л ), если существует такая другая последовательность (</.) ~ 
СЯ что </.)֊ О, но <v(/(^.), f{q.)) ♦() при v֊*oo (см. (’)). Это 
определение в случае мероморфных функций равносильно определе
нию понятия P-последовательности, впервые введенного и изученно
го в статьях (2) и (5).

.Аппарат ^-последовательностей оказался удобным для изучения 
распределения значений мероморфных функций и голоморфных отоб
ражений.

Определение 1. Пусть N—компактное комплексное мно
гообразие и Г —замкнутое подмно >юество в П, для которого N Г 
является гиперболическим многообразием. Множество Г обладает 
К-свойством, если Оля любой точки у£Г и любой окрестности U 
точки у в N существует такая окрестность И точки у, замыка
ние V которой содержится в U, что расстояния между N\U и 
('У\Г)ГЦ/ относительно функции расстояния Кобаяси J.\\r поло
жительное.

Понятие К-свойства появляется в более обшей ситуации при 
обсуждении проблемы продолжимости голоморфных отображений (см. 
(’). с. 91).

Следующий результат связывает понятия /^-последовательности 
и А'-свойства.
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I со рем а 2. Множество Г об шдает К-свойстаом в гп.>ч и 
только в том случае, когда отображение вложения Д • Г-Л' 
не имеет Р-последовательностей.

Доказательство. Пусть отображение вложения ,':А\Г—« 
—/V обладает ^-последовательностью (р.) и пусть (<?.) последова
тельность точек из определения Р-последовательности. Так как .V— 
компактное многообразие, то можно считать, что р.—р. д - </, с1.\ । 
(р„ д^)—*0 при *->оо и д^ р. Рассмотрим непересекающиеся окрест
ности и и и' точек р и д, соответственно. Так как Г обладает 
А-свойством, то можно найти такую окрестность V точки 'р, что 
УС.ИС_4/ и <7,у\г(Л'\{-Л (Л’\Г)Г। С другой стороны, посколь
ку д,^и'О. X\и и р.^У для всех достаточно больших номеров - и 
ду\1(р-., </.)—О при *-»оо, то </л\1 ((Л/\Г) <| И)=0. Противоречие.

Обратно допустим, что некоторая точка у£Г имеет такую 
окрестность (7, что для любой окрестности V точки у, ИС6', спра
ведливо </л\г(Лг\£Л (^\Г)П V') — 0. Рассмотрим счетную базу ок
рестностей 1/։и ... 2)ИО-.. точки у и выберем точки рп^п и дп^

и так, чтобы <Д\г (рп. Ф»)< —, Так как Лг\£/—компакт- 
п

ное многообразие, то можно считать, что дп ֊д^Х\Е' при //֊•>-. : иг- 
да (рп} явтяется Р-последоззтельносгыо для отображения вложения V

5- Результаты, полуденные в пунктах 1. 2 и 4, позволяют дока
зать другое обобщение признака Монтеля для семейства голоморф 
ных отображений в следующей форме.

Теорема 3. Пусть .VI гиперболическое многообразие и X 
компактное комплексное многообразие. Пусть Г—такое замкну
тое подмножество в А', что X\Г является гиперболическим мно
гообразием и Г обладает К-свойством. Если ни одно из отобра
жений семейства И. Д') не принимает значений из Г, то г
является нормальным семейством

Доказательство. Мы покажем, что семейство .» не обла
дает ^-последовательностями, откуда в силу результатов и 1 пунктов 
1 и 2 следует, что .7 является нормальным семейством.

Прежде всего заметим, что семейство .Г*, состоящее из отобра
жений /(.)/( И, /V I ), образует на М равностепенно непрерывное се
мейство, поскольку голоморфные отображения обладают свойством 
невозрастания расстояния огноентел։но функций расстояния Кобаяси 
г/֊>( и т/д\г. Допустим теперь, что семейство .7 обладает Р-последо- 
вателыюстыо (/<՝,). Значит, существуют такая п< следовательнссть то
чек (<?.)С2Л1 н такая последовательность отображений (/.Н: '• >го 
дЛ1(р„ д.)~0 и <х(/,(р.)./,(^<)) *0 при *֊ оо. Так как </л\г(Л(Г >• 
/ (д,))^д\(р„ д.)), то последователь несть точек (/(/>.)) из \ ՝ 1 обяза- 
н । быть Р-п иле довател ьностыо для отображения вложении Д.Д I

/V, что противоречит теореме 2.

Московский государственный универ 
нм М. В. Ломоносова
Ереванский политехнический ннстнт 
нм. К. Маркса
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