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МАТЕМАТИКА

Академик \11 Армянской ССР С. II. Мергелян, А. А. Даниелян

О последовательностях полиномов, сходящихся на множествах 
типа Г,

(Представлено 12/Х 1987)

Настоящая заметка посвящена решению следующей задачи—дать 
исчерпывающ <• описание функций /(г), определенных и конечных 
на произволык м множестве >' типа Р3. являющихся всюду на 5 пре
делом сходящейся последовательности полиномов.

Приведем вначале известные ранее результаты в этом направле
нии. Первоначально задача для открытых множеств 5' была постав
лена II. .Чонтелем в 1910 г. в его известном мемуаре (՛). Первым 
крупным результатом по указа нон проблеме явилась установленная 
в 1։>36 г. теорема М. А. Лаврентьева (2), которая в работе С. Н. 
Мергеля на (՛’) была распространена с открытых множеств на мно
жества типа А,. Приведем ее формулировку.

Для того чтобы конечная функниI /(-) на произвольном мно
жестве 5 типа А, яввлялась пределом сходящейся последовательнос
ти полиномов, необходимо и достаточно, чтобы любое замкнутое 
А 5 имело порцию /'р такую, чтобы для некоторой последователь
ности полиномов {ф, /,(-?)} выполнялись соотношения: Нт (Л. / ,(-г) =

=/(֊), д З Г|<?л.г։(*1|<С/։<^ос, //> 1. Здесь А'։ означает
гопотнение к той из смежных с Л։ областей, которая содержит бес
конечно удаленную точку.

Заметим, что в указанных теоремах, несмотря на необходимо- 
достаточный характер условий, первоначальная проблема сводится к 
решению однотипных задач, в которых приближающие последова
тельности полиномов подчинены дополнительному условию — равно
мерной ограниченности в совокупности.

В последнее время в работе Л. А. Даниеляна Р) изучались воп
росы точечной сходимости равномерно .граннченных полиномов на 
компактных множествах. I

Для формулировки теоремы, решающей обозначенную в начале 
таметки задачу, нам понадобится введенное М. А. Лаврентьевым (-’) 
понятие «почти всюду в смысле конформного отображения». Пусть 
/)—пик связная области и с (и) конформно отображает единич
ный круг на область />. Функция ։1>(те՛) определена почти всюду на 
окружности |/| । через спои \ еловые граничные значения, которые 
обозначим ՛>(/). Ясно, что Рассмотрим две функции —/(д) и 



4(г), из коих первая определена на границе дГ) области I) а вто
рая в /9, где она предполагается аналитической и ограниченной.

Функция Ф['И«0| имеет для почти всех точек /, |/|=1, угловые 
граничные значения, которые обозначим Л(/).

Если почти всюду на |/| = 1

^(0-/1КО1. (1)

то будем говорить, что функция /(г) является на сЮ почти всюду в 
смысле конформных отображений граничным значением Ф(г), ֊ё/5.

Распространим это определение на произвольный компакт Л' со 
связным дополнением.

Будем говорить, что определенная на <Ж° функция /’(-՝) являет
ся на с?/<° почти всюду в смысле конформных отображений гранич
ным значением функции Ф(г), аналитической ограниченной в А'0, ес
ли для любой компоненты I) открытого множества выполняется 
(1). В этом случае будем также говорить, что Ф(г) является анали
тическим продолжением в смысле конформных отображении функ
ции /(г) с Э/Сп на открытое множество /<°.

Теорема. Для того чтобы конечная функция /(г) на ярой ■ 
вольном множестве 5 типа Р, являлась пределом сходящейся 
последовательности полиномов, необходимо и достаточно, чтобы 
любое замкнутое Р^ 5 имело порцию Л'։. такую, что на ор\ 
/(г) ограниченная функция первого класса Бэра и на дР, почти 
всюду в смысле конформных отображений /(г) является гранич
ным значением некоторой аналитической ограниченной на 7-° 
функции, совпадающей с /(г) на Р^Г\$-

Таким образом, суть условия теоремы состоит в том, чтобы 
/(с) была ограниченной функцией первого класса Бэра на дР} и до
пускала продолжение с множества д7'°и(/^П$) на множество Л'1 до 
аналитической и ограниченной там функции. Разумеется, что про
должение функции с множества дР'[ понимается в смысле конформ
ных отображений.

Ограничиваясь открытыми множествами 5, заметим, что в теоре
ме сходимость полиномов в отельных точках 5 может быть двоякой — 
для некоторых точек существует их окрестность, в которой сходимость 
будет равномерной, для других точек такой окрестности может не су
ществовать. Точки первого типа были названы П. Монтелем регуляр
ными точками данной последовательности полиномов, точки второго 
типа—иррегулярными.

Для открытых множеств теорема может быть углублена посредст 
вом описания множества иррегулярных точек соответствующем сходя
щейся последовательности полиномов.

Для формулировки соответствующем о результата нам следует на
помнить введенное в (3) определение.

Множество Е допускает Д-представление, если Е равно сумме рас 
ширяющихся замкнутых ограниченных множеств, каждое из которых 
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совпадает с границей некоторой облает, содержащей бесконечно 
удаленную точку.

Отмеченное выше развитие теоремы заключается в следующем.
Утверждение. Для того чтобы функция /(г), определен

ная в открытом множестве б, являлась пределом сходящейся в 
в последовательности полиномов, множество иррегулярных то
чек которой совпадает с наперед заданным множеством Е(ДС, 
необходимо и достаточно выполнение условий:

Г. Множество Е замкнуто относительно С, допускает 
А-представление и принадлежит некоторому неограниченному 
континууму, расположенному вне П\Е.

2 . Множество Ео всех точек О, в которых /(г) неаналитич
на, принадлежит Е.

3 . Функция /(с) допускает аналитическое и однозначное 
продолжение в открытое множество О*, содержащее С\Ец и 
никое, что (}( Е представляет совокупность односвязных облас
тей.

4 Любому замкнутому Е Ео соответствует его порция Бх, 
такая что на оЕ1 /(г) —ограниченная функция первого класса 
Бэра и на дБ" почти всюду в смысле конформных отображений 
является граничны.и значением некоторой аналитической ограни
ченной на Е° функции, совпадающей с ф(г) на 7-',П0.

Выше мы рассматривали точечную сходимость полиномов и гово
рили о точках «плохой» сходимости, т. е. об иррегулярных точках.

Можно было бы рассматривать и множество всех тех точек, в 
которых сходимости вообще нет, т. с. множество точек расходимости 
данной последовательности полиномов. Не вдаваясь в общность, за
меним в заключение, что для того чтобы множество Е на окружности 
С {/:|/| —1} являло ь множеством точек расходимости некоторой 
последовательности полиномов, равномерно ограниченных в совокуп
ности на С, необходимо и достаточно, чтобы Е было типа и л.
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ճսւյկակաս Ս1Ա ԴԱ ակաււեմիկոս II. Ն. 1Ոյ|։ԴեԼՑԱՆ. Ա. Ա. ԴԱՆԻհԼՅԱՆ
Г տիպի բազմոէթ 111»Г«Г.Լ ւ՝11 վրա <լւււց սւմիտււղ р ա(]մանզամների 

Гии^иг »|ш1| ա նւււբւ ուն Լ ր |։ մասին
ներկա աշխատանքում ր հրվում է Է , տիււյի րանկարած ր ա ղմ ութ յ ան

վրա որոշված րպոր այն ֆւււ աների լրի վ հ կ ա ր ա էյ ր ո է քք յ սէն ր է որոնք ա- 

մենուրեք րաէքմության վք,սէ հանդիսանում են դոլամիտող րադմ անդամ - 
ների Հաղորդականության սա,մանւ

Արդյան րր զարգացվում / այն իմ աստով, որ հնարավոր Լ լինում միա* 
'/ աւ) ան ակ նկարագրեք դոէդամիսէոդ ր ա դ մ ան էյ ա մն ե ր ի ի ո ե էյ ու / յա լէ կեէոերի 
րադմ աթ յանրէ

Որոշված են անհրաժեշտ ե րս/վ արայէ պայմանները ր ան կար ած րաց
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րազմութ յան վրա որոշված ֆունկցիայի // այղ րաղմուքէյան տրված ենքհս^ 

րադւէ ութ յան հ ա մ ա ր , որոնց ղեպրում ֆունկցիան Հ ան ղի ս ան nt if Լ նւվաձ են- 
թարաղմությունր որպես ի ո ե qn Ա յա ր կետերի րտղմոէթյուն ունեցող ղուղա- 

միտող ր ա ղմ ան ղա մն ե րի »* ա շո ր ղ ա կ ան nt ff յ ան սաՀմանէ
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