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Пусть /\ ֊поле Галуа порока Ч=р\ р—простое число, х на
туральное число.

Введем в рассмоцсние оператор Р. Р. Варламова (’)
1 пт

/.*/(х) = —— V V аи^и^\
б(х) ,71..

где /(л՜)
Л
v аихи
м-0

т
II Ь(х) -~ у fj.x (0(х) U), аи и 0Pf Г,.

В настоящей работе р работай новый метод построения непри
водимых полиномов в явном виде над полями Галуа с помощью из
вестной теоремы Р. Р. Варшамова, которая гласит: если 0(х) 
= -(x)L'i (х) i о, где <j(x) произвольный полином над полем Fq, 
/(х) и f(x)—полиномы с ненулевыми свободными членами над по
лем Fq, /(1)^0, 2—произвольный элемент поля Fq, Ар,,. /„)- 

,(.V), г )е / ,,(х)|/(х), /„(х)|/(х). '«(*)/«(*) (х)/(х), е(2) =
=<>-|л 1 и N—период полинома 5(х) s(<’»V(x)/(x), то степей. 
g(x) любого неприводимого делителя L՝ f(x), удовлетвори 0:4сго 
условию g(x)'KQ-u.fu). кратна X(’“*).

Будем говорить, чти степень элемента ? над п >лем / равна Ь 
или же 3 является собствен ним элементом поля F,». если / и 

r^F4e, где d —любой собственный делитель k. 3 этом случае пишем: 
deg,(p). А.

13 работе рассматриваются только нормированные полиномы, т. е. 
полиномы, старший коэффициент которых равен единице.

Теорема 1. Пусть р простое нечетное число, 1 —произволь
ный примитивный элемент поля FР, В — произвольный элемент 
поля F,, Тогда полином Н(х) .-у' (ах - »)“ - а степени

и- О 
р(р— I) неприводим над полем Fp.

Доказательство. . 1егко видеть, чт > V д/'"’՜"՜<;)«_։=(х''-

—?л-| з — /-Л,А<1՝ ։Н (х-а). Покажем теперь, что полином Н(х) 
взаимно прост с L11 4( ?» ъ(ЛУ«4Л
Л(х—а)2 и е(5) = ^-1л— 1. В самом деле» из того, что
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/,’(х- 1 )(х- я)’ 1х(х-1 )М/ДГ^-։>(л - я)Л  ̂^-Ч(*-‘)(х-։) (1) 

п учитывая, что 1*(х— 1 )(х—з)։ сепарабельный полином (’), имеем

(/**Л’(*-‘)(х - я), Цх-я)) ~ 1.

Однако согласно (*)

£дгДЧг-пи-«)(х_а)= П А-Г1Х<Г—։+։(х-а) и
, >

/ х£‘и-։»(л֊ я) = П /Л+*‘(х—я),

а это означает, что согласно (I)

(£*Джи֊։)(х-а), Ж-(х-я))» 1

тля любого '\-Fp. Кроме того, £Ii<։( >ч<г>1 = 1, следовательно, 
(£гДГ’( > ,‘О/„(х). //(л-))=1.

Заметим, что показатель р(р \) полинома е(о)(х—я)’ совпадает 
со степенью Н(Х), поэтому согласно теореме Р. Р. Варшамова (։) 
полином /7(х) неприводим над полем Fp.

Теорема 2. Пусть р—простое нечетное число, г— произволь
ный примитивный элемент поля F},, ь—произвольный элемент 
поля Fp, f(x)—неприводимый над полем Fp полином степени п 
такой, что (п, р(р 1)) I, хр։-՝2zxi’- izx~ /?(x)(mod/(x)). x’’—зх 

п п
— I (x)(mod/(x)), Ь(х)= V |wx“ и <р(х)= у ?юх“, где 0„ и ?и—нетри- 

и»0 И—О
виалъные решения сравнений 

п п
v %(/?(x))“=£0(mod/(x)) и »„( V(x))“=0(mod/(x)) (2)
и —О а-О

соответственно. Тогда полиномы Дх). О’(х) степени п и полином

7(х) = (3)

степени пр(р — \) неприводимы над полем Т'р
Доказательство. Сначала докажем теорему для случая 

// = 1. Пусть /(х) = х-^а. Учитывая, что х',—2тх'' {-л2х=(х-}-а)((х - 
Н-аИ’՜1—2я(х-ра)р-1-р я*(х 4-а))֊а(1 —а)* и х?— ях = (х 4- а)((х4- 
-раУ’՜1—я(хч-а)) —а( 1 — ?), имеем: (/?(х))°=1, /?(х) = — а(1 — я)’, и 
(1/(х))° —1, У(х)= - а( 1— я). Согласно сравнениям (2) коэффициенты 
полиномов >(л) и ?(х) будут иметь вид: ?о^д(1т֊а)г» = 11 *Ро=
= а(1— а), ?։- 1, соответственно, следовательно, у(х)^=х !֊а(1—я)2 и 
?(х) =х-4֊а(1 — я). Таким образом,
Г(х)= 'Х1--^)+о(1 —»>’ =((< + в),_։(л+в)+{),-,_։,

хр—2х4-£-{֊а(1 — я)
однако после 1ний полином согласно теореме 1 неприводим над по
лем Тр. Рассмотрим теперь случай, когда

По теореме 1 полином Н(х) = (х>։ — ях 4֊ &)р_| — « « 
хр-2ях/’-|-я«х+8(1-я) ,, _ .

=--------— ——;---------- неприводим над полем гР. Гак как (л, 
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Р(Р~ 1))=1. то полином Н(х) неприводим также и над полем Рр«. 
Поэтому, если 7—корень уравнения /(х)=0, то среди коэффициентов 

полинома Н(х—;)=/1(х)~ V н:х" согласно ('), поскольку /։>1, 
О

найдется хотя бы один коэффициент А, такой, что бе?р(А:,)—-л. Да- 
р(/>—1)

лее, вследствие того, что /Ри^х) ^Н(х—= V /^“х*’, согласно (’) 
՛£••■ г* Г* ** с — О

л-1
полином Нх(х)= Г] Л(м)(х) неприводим над полем Гр. Стало быть 

и-о ՝
л— 1
П {Х>։ -27ХР ..^х 4-6(1—1)-(7/’,-2а1Р—а։7)Ри 

ад = —--------------- ---------------------------------------------------------------- • (О
П (л-',֊ал4о—(7Р-а7)Р«) 
и—О

Покажем теперь, чго элементы ~?г — 2я~е-|_л’7 = ; ц 7р—3-- = з яв
ляются собственным элементом поля Р„п. Допустим противное, а 
именно предположим, что .максимальные степени элементов ; и > над 
полем Гр равны А и т соответственно, т. е. с1егР(;)~-А и 11ср,.(3) - т, 

л—1
где /г и т —собственные делители //. Тогда П (х—?’ ) — (>(х))х и 

ДхгО
л — 1
Ц (х -Зр“) = (э(х)) ”, где л=АУ(¥>1) и л = /п И(/И^>1). Следователь
но 
но, согласно (4) будем иметь

/^,(х» =
( ^(л՜^ — 21Х^Д ^А՜֊ б( 1 -•»))4

(<?(х*—ах4֊о)г՝‘
(5)

Отсюда, поскольку поливок։ /тДх) неприводим над полем />, 
имеем А/1(х)|^(х₽։—2ах^ а))» но тогда лр(/>—I )^А,'А что
невозможно. Значит, Л;=1 и с является собственным элементом поля 
/у», что в свою очередь устанавливает неприводимость полинома

•!»(х) — П (х ?,,и) над полем Р,,. Покажем, что Л1 — I. {ействительно.

по теореме Варшамоза (2) н?трудно
8 V-1 

--------- । — а
а — 1 / О

а —1

убедиться в том, что полином 

неприводим изд полем !у. Те

перь, так как (л,/;—1)-1, полином ^(х) неприводим также и над 
полем Л/,л. Тогда средн коэффициентов полинома р(х — 7) ®в1х) ==

<=։ V §иха согласно (3). поскольку //^>1, иаидется хо1я бы один 
</х=»0

коэффициент такой, что бенД^я) п. Если учесть также следую

щую легко доказываемую формулу Р(л*—1/', ) = А,։ ։(А՜)— 2^ х • г0 у п»о
л —I

согласно (‘) полином Г?։(х)- [] ’(-<) будет неприводим над полем
- . -0
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Г- Следовательно, будем иметь <Л(х)/(х---------- ) = ах-В))?։\
1 \ а—1 /

но поскольку полиномы Ф։(х) и //х-----------) неприводимы над по-
\ я— 1 /

лем />. то имеем М-2 и п-п(р — I), что невозможно. Следователь
но. >1 — 1. а р является собственным элементом поля />"■ что в свою 

л—1
очередь устанавливает неприводимость полинома ?(х)= |] — Эл")

и = О
над полем />. Таким образом, и силу (5) полином (3) будет неприво
дим над полем Рр. Наконец, нетрудно убедиться в том, что !»(/?(х))

Л
0(пю<1/(х)) и ?(И(х))=0(тоё/(х)) или V %(/?(л))м £ О(тосЩх)) и

у ?а( Г(Д'))М-О(пюсЛх)). Теорема доказана.
и -о • /

л
Лемма. Пусть /(х} = V л„х"— произвольный неприводимый 

и—О
над полем г7 полином степени п, принадлежащий показателю
е. и среди коэффициентов а}, ая_\ найдется хотя бы один, не 

п
равный нулю, //<?-!. х'^/?(х)шоё/(х)) и ?(х)= 2 Ф“х"՛ г“е нс՜

и-0
тривиальное решение сравнения

V %(/?(х))«=0(то<1/(х)). (6)
и—О

Тогда полином б(д) степени п не будет разлагаться над по

лем Р,. и принадлежит показателю —-—.{։՝е) I

Доказательство. Пусть 7—корень уравнения /(х)=0. Учи
тывая (6), нетрудно убедиться в том, что 7' будет корнем Ь(л)- Те
перь достаточно показать, что •/ является собственным элементом 
поля Ря*. Допустим противное, а именно предположим, что макси
мальная степень элемента ■/ над полем Ря равна г, т. е. йе^Ду')-/՜, 
где г—собственный делитель п.

Рассмотрим отдельно два возможных случая.
1. Пусть а1эь0. Поскольку согласно теореме Виетта имеем

71 ~ д л — I л
4 (. *)«" =----- - или ,՜'^ (Г1)’*՜’- —, то, так как —1, бу-
и- О (20 и,о

л— 1
дем иметь Ч9'1 я это значит. V (7 ։)‘'и֊16/7</. Введу того, 

и«0
(1 г*— ’

что •, — V (7 *)»" '£РЯ, будем иметь <1е^я{-;)<^п, что невозможно. 
ау Ло

л — I
Пусть л,,_!=/=(). Тогда, имея в виду, что У 7’"=—дл-| или

Дт1 „ , /«-IX֊։
же 7 '=—ап ։ и /|7"—1, получим ;=—( V -> )

и, следовательно, <1о£?(7)<С^, ։то также невозможно. Лемма доказа
на.
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Теорема 3. Пусть 
л

произвольный элемент поля Рч,

У аихи неприводимый над полем Т,, полином степени п,

коэффициенты которого удовлетворяют условию V/^12
и=0՝ (1^

ч"
О,

л
Л-Д-1^(х)(то(1/(х)), ф(х)- V ф„х-, где ф„ —л • ••и О 

л
уравнения V (/?(х))" О(тобЛх)) и %-=1

—нетривиальное решение

м=0
\

—) неприводим над полем

Тогда полином Т\х)

Доказательство. Согласно лемме полином Дх) неприводим 
над полем Л, и •?('1'р“1)=0(/(т) 0). Теперь, используя (’), получим, 

/ хр-ъР \
что хлу(—-—\ неприводим над полем Гч, если 7/'՜՛ и ь удовлет-

Л5—1
воряют условию

видеть, что

«*0
Л5—1
V х-.рлз-р“+х

п-0 
л

ри+1-40 Упростим это условие. , 1егко

р
I и /(ох) -֊

/л—1 //» —I

п
= V аД8л)" 

/ТТо
л—1 /л—1

п=0

51' V

Отсюда /1я**аяь и согласно теореме Виетта

р" л-1
. Таким образом, если V

и «0\г»—О и—0О О
/ Хр — № \то полином лл<р(----------- ) неприводим над полем Гц. Теорема дока-
\ л /

зана.
Опираясь на теорему 3 и используя работу ("). можно бу ;ет 

доказать следующий факт.
Теорема 4. Пусть о^О — произвольный элемент поля Л2՝, 

Л
/(х) = V аихи—неприводимый над полем /,■ полином степени п, 

/1=0
• ^*и" I / ц 6\ 2м

коэффициенты которого удовлетворяют условиям ч'( —) =1 и
«з. О\#о /

/ (I 1 \2«
V ( —-—V =1, Ь„,(х) и ст(х) (т^>\)—последовательности функ- 
ио\ 8 / 
ций, заданных рекуррентными уравнениями ^т(х) = (5т_։(х)12ч 

(2ст-։(х))։. с,г(х) = /;я,_|(х)сот_1(х) при начальных условиях д։(х) = 
№ --б։, С։(х)=х. Тогда для произвольного натурального т поли- 

п
ном /’( с) - V <։«^'п(х)с"-0(х) степени 2тп будет неприводим над 

*-и
полем Т'я^-

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамову за полезные советы в 
■процессе работы над статьей.
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Մ. «I. ԿՅՈԻՐԵՂ8ԱՆ
Վերջավոր գսւշտերի վրա բազմանգամների ւլԼրածելիւււ|) յան տեսության մասին

Աշխատանքում հետադոտվում են մի քանի ձևափոխություններ, որոնց 
սալքար որս/ես որոշման տիրույթ հանդիսանում է Գալուայի Ւ (/ դաշտիդ 
վերցված գործակիցներով ր ա դմ ան դամն ե րի օդւսկրւ Ապացուցվում են մի
շարք թեորեմներ, որոնք հնարավորություն են տալիս անվերծանելի 
մանղալներ կառուցել րտցահայտ տեսքով Գա յոլա վ։ Ւկ ա մ ա / ա կ ան 
տի վրաւ Բացի այդ, վերջում տրվում /, ՒՀտ վերջավոր դաշտի 
2ՈՈ*րղ աստիճանի (որտեղ 1)1 -ը , կամայական րնական թիվ է)
վերծանեի րաղմ անդամների կ առուցմ ան մի ռեկ ուրեն տ եղան ակ։

րաԴ~ 
պտշ. 
վրա աե-
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