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Множества точек Линделёфа произвольных комплексных функций 

(Представлено академиком АП Армянской ССР С. Н. Мсргеляном 5/IX 1987)

В статье доказывается, что множества точек Линделёфа для 
произвольных комплексных функций, определенных в единичном 
круге В: |г|<4 на комплексной плоскости, совпадают с множествами 
точек Линделёфа мероморфных функций и являются множествами 
вида Лх/Г. где Р—некоторое множество типа Р, на окружности Г: 
:|г|=1, а Р— некоторое совершенное пористое множество на Г.

1. Рассмотрим в круге В: |з|<1 гиперболическую метрику с 
линейным элементом (В(г) = (1 — |г|*)-։|Лг|; о(г,, д2) обозначает рас­
стояние между точками г։, г2£В в гиперболической метрике. Для 
произвольной точки границы Г :*г|-՝1 обозначим через AG,®) хор­
ду круга О, оканчивающуюся в точке и образующую с радиусом 

Л('«, 0) круга В в точке Z угол раствора <р,
2

Подоб-

ласть Kpvra В, расположенную между хордами Л(ч, ?։) и й(՜, <р2).

—— <С?1<?Р։<С ~՜» обозначим через Д(», ®։, ©2).

Следуя (’), для произвольного множества ЕсГ обозначим че­
рез р(Е) совокупность неизолированных точек множества Е, которые 
являются точками пористости множества Е. Множество Е назовем 
совершенным пористым множеством, если на Г можно найти такую 
не более чем счетную совокупность замкнутых множеств {/•’„}, что 
£ = 'Р(Рп)- п

Для произвольного отображения /: В—круга В в сферу 
Римана й, произвольной точки и произвольного множества 
для которою точка явтяется предельной точкой, рассмо1рим пре­
дельное множество С(/. 5) функции / в точке по множеству 5 в 
виде С(/, I, 5)= П/(т>д;)П5), где |г—’,|<г}, г>0 и чер-

/■>0
та обозначает замыкание множества на сфере Римана £2.

2. В работе (։) функция /: В-О. названа эквиморфной функци­
ей, если / есть композиция /(г) Г(г)) некоторой мероморфной
функции я(2) в круге В и эквиморфизма Т: В֊»О, т. е. такого го­
меоморфного отображения Т круга В на себя, что Т и его обратное 
отображение Т 1 равномерно непрерывны относительно гиперболи­
ческих метрик в области определения и в области значений гомео-
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морфизма Т. В силу хорошо известных оценок искажения гипербо­
лической метрики при плоских квазиконформных отображениях (см., 
например, (’)) любое квази конформное отображение Т’.И-П явля­
ется эквиморфизмом. Поэтому множество эквиморфных функций со­
держит множество псевдомероморфных функций, и, как показано в 

это вложение строгое.
Последовательность точек (гя), г&П, л-1,2...... 11п1|г„|=1, на-

Л-* *
зыиается Р-последовательностью для эквиморфной функции /г(՝). ес­
ли для любого £^>0 и любой бесконечной подпоследовательности 
(гл>) в объединении иО(гл.з) гиперболических кругов /9(гп . а) - •»
-{—£/□; а(с, гп,)<0 функция /'(г) принимает бесконечно часто каж­
дое значение из сферы Римана О, за возможным исключением не 
более двух значений. Для мероморфных функций это понятие рас­
сматривалось в (’), где доказано, что отсутствие у мероморфной 
функции ^-последовательностей характеризует свойство нормальнос­
ти этой функции. Этот результат перенесен на эквиморфные функ­
ции в (’). Остается открытым вопрос: является ли класс эквиморф­
ных функций максимально широким множеством функций, у кото­
рых свойство нормальности характеризуется в терминах Р-последо- 
вательностей. Частичное подтверждение положительного ответа на 
этот вопрос содержится в работе (*).

3. Граничную точку назовем точкой Линделёфа для функ- 

ции £2, если для любых углов Д։(;)=Д('„ »1, ?4), — — О] < 

<#<֊. и справедливо С(/,

△։('.)) = С(/, 1, Множество точек Линделёфа функции / об­
означим через £(/).

Теорема 1. Точка '.£Г является точкой Линделёфа для 
эквиморфной функции /(г), определенной в в том и только а 
том случае, когда 1) для любых двух хорд Л(՞,, о։). Л(',. э։) спра­
ведливо С(/,А(',. <р։))-;С(/, :> ЛГ„ ?։))^^ « 2) ни одна из хоро

ср) не содержат Р-последовательностей функции /(г).
Доказательство. Необходимость. Рассмотрим произвольную 

точку »(:/.(/) для эквиморфной функции /(֊). Чтобы проверить вы­
полнение свойства 2). допустим, напротив, что некоторая хорда 
Л(С, ®0) содержит Р-последовательность (гП) функции /(г). Тогда, в 
силу геометрии круга Т), для любого е^>0 можно указать такой 
угол Д(')=Д(С, <р։, ?,)» который содержит хорду //(',, <р0) 11 в котором 
содержатся все гиперболические круги /)(г„, е), /^М. Согласно опре­
делению Р-последовательности С(/, Д(',)) = Й, что противоречит ус­
ловию Л?£(/).

Чтобы установить справедливость свойства 1), мы докажем, что 
С(/, Л(;, ?)) = С(/,Д('О) для любой хорды Л('„ <?) и любого угла 
Д(',) Заметим, прежде всего, что

с(/. :,лс, ?))сс(/,д(Н) (Ч
для любой хорды Л('„ <?) и любого угла Д(.).
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Допустим теперь, что существует такая хорда й(’, <?), для ко­
торой вложение (1) не является совпадением входящих в него мно­
жеств. Тогда существует такое значение что Л(^, ®))
и И'6С(/,-, Д(-)) для любого угла Д(Д, содержащего хорду AG-<?)• 
Значит, каждый угол AG). содержащий хорду AG,?). содержит не­
которую последовательность точек (гя), 1։тг*-Д, по которой

Г —в©
11т/(г*)=®. При этом для любого номера /г (-И гиперболическое рас- 
п— V 
стояние

=(֊л1 Л(’., ©)) = inf{a(£*, -՝); гбЛС.

՝ довлетворяет условию а(.?-4 AG, ?))<?(е)» где llm<p(s) = 0. Вы- ։-Ю
бирая произвольную последовател! ность (em). £։л^>0, /w(-N, Hmem=0, 

ni-• •
получим множество последователе.чостей (с"1). //£N, /nfcN, так, чтобы 
11m г* /zz£N и lin։/(z”) = u’, /zzyN. Дли последовательности (2՞) = 
Л—՝ л—’
= (z,) имеем Нтгл='„ 1։т з(г„; Л(', »)) =П и 11т/(гл) = гу. При фик- 

Л—** Л—•՝»•• л-*ос
сированном nyN рассмотрим на хорде А('., <р) точку zn, для которой 
з(гя; с, ) = о(гл; Л(’, ©)). Для последовательностей точек (zn) и (zj 
имеем 11m s(z„, г՛) =0, llm/(z„) = w и последовательность (/(-г՜)) не 

Л—Л-*Х
стремится к w (так как ®£С(/.AG» ?))). Согласно ((։), теорема 6), 
каждая из последовательностей (z„) и (гя) является Р-последователь­
ностью эквиморфной функции f(z). Противоречие.

Достаточность. Допустим, что существует такой угол Д(',)Л 
= Л(’., ?։, <Р։). что С(/,Л(',))-=С(/, А('„ с)) ни для одной хорды 
AG, ?). Значит, существует такое значение wfcQ, что те£С(/, △(,)) 
и таГ֊С(/,AG. ?)) для всех хорд AG,?). Поэтому существует такая 
последовательность точек (zrt), что znf^C,), n£N, 11m и

Л-» V
limf(zn)—w. He ограничивая общности и выбирая, если нужно, со- 
Л
ответсгвующую последовательность, можно считать, что последова- 

<■* от
тельность (аг2тп) сходится к некоторому числу ср0,------ <^?0< — .

■ 2՜՛
Тогда, как и выше, Ит з(гл; AG, с?о)) = О. Рассмотрим на хорде //(՛., ?п) 

л -• *
последовательность точек (гп), для которых з(сл, .тл) - з(гл; А('., <₽0)), 
//£М. Тогда Пт э(гл. 2л)֊0 и последовательность (/(сп)) ле стремит- 

ся к V). Как и выше, заключаем, что последовательность (гя) яв­
ляется Р-последовательностыо функции /(с), а это противоречит ус­
ловию 2) теоремы 1.

4. Установим теперь полную характеристику множества !.(/) 
для произвольных функций.

Теорема 2. Класс множеств для произвольных функ­
ций /:/9—£2 совпадает с классом {Ц/}} для мероморфных функ­
ций /(г) о О и классом множеств ЛсГ, имеющих вид
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где Р множество типа г, на Г, а Е—совершенное пористое мно­
жество на Г.

Доказательство. Для произвольной функции /:/)—й обоз­
начим через К(/) множество точек '(Г, в которых С(/,Д’('.))=С(/. 
„△*(-)) для любых углов Д'(;) и △*(’), а через /(/) такое подмно­
жество из К(/), в точках которого С(/, Д('.)) =й для любого уг­
ла ДС,). По определению. К(/)=£.(/)□ Л/) « М/Д./(/)=*►•». Для 
произвольной функции / : Г)֊ й множество /(/) имеет тип на Г 
(см. ( 1 или (՛)) и Г = где Л —некоторое совершенное порис­
тое множество на Г (см. (’)). Поэтому Ц/)^Р\Е, где р=Г\/(ф)- 
нексторсе множество типа Р, на Г, а Е— совершенное пористое мно­
жество на Г.

Рассмотрим теперь произвольное множество Ь - Р ХЕ, где Р— 
множество типа /', на Г и Е—совершенное пористое множество на 
Г. Точку ',еГ отнесем к множеству р(/) для мероморфной функции 
/(г) в I), если каждая хорда Л(՜,, ?) содержит /^-последовательность 
функции /(г)» а точку отнесем к множеству Р(/), если С(/.'. 
Д(՜,)) состоит из единственного значения а^й для всех углов Д('.) и 
значение одно и то же для всех Д(՜,). Тогда Р(/) А(/)--Ф и 
/=-(/)С4(/).

Согласно ((1), теорема 2), существует такая ограниченная голо­
морфная функция ёх(г) в /), у которой Л'(^1)=Г\£‘. Поскольку 
Л^) = Ф, то Л(£։) = Г\£.

Согласно ((8), теорема 2), существует такая мероморфная функ­
ция #։(?) в // у которой />(£։) = Ги причем в каждой
точке ^Р=Р(ёа) значение а՛ конечное.

Функция /(■г)=^1(г)+^2(г) имеет Ц/) = Р\Е. Действительно, 
каждая точка принадлежит множествам /.(£\) и /?(^։)С1 А(^2),
и значит '£/(/). Каждая точка ',6(Г\Л')Л£ принадлежит множествам 
Р(£е) и и значит ^Р(/), т. е. ^А(/). Наконец, любая точка 
',^Е(~)Р принадлежит множеству Е(ё2) и не принадлежит множеству 
/.(£։), и значит С не принадлежит множеству /.(/).

5. Разбиение окружности Г на три взаимно непе-
ресекающиеся множества Ех. Е3, Еа, для которых существует такая 
мероморфная в И функция /(֊), что /.(/) —£։, /(/)=£։, будем назы­
вать линделёфовым разбиением. Простой анализ доказательства тео­
ремы 2 показывает, что нами доказана

Теорема 3. Условия (а) ЕХ = Р\Е, где Р— множество типа 
Е„ на Г, а Е—совершенное пористое множество на Г, и (б) Е,— 
множество типа О.. на Г необходимы и достаточны для того, 
чтобы разложение Г^ЕХ\^Е3\^Е3 было линделёфовым
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Վ. Ի. ԴԱՎՈՒԼՈՎ, Վ. Ս. ԱԱՈԱՐՅԱՆ
ԿոմպլԼ Гս փոփոխականի կամ՛ա ւական ֆունկցիաների 

Լինi|ե[ Iոֆ ի կԼտԼւփ piuqifnip ւունը

Օգտվելով /^֊հաղորդականության հատկություններից, միավոր շրջա­
նում որոշված էկվիմորֆ ֆունկցիայի համար, ապացուցվում Լ անհրաժեշտ 
և րավարար պայմաններ 1) եղրակետր Լինդելյոֆի կետ
լինելու համար:

Այնուհետև ապացուցվում է կոմպլեքս հարթության մեջ |«?|<՜1 միա­
վոր շրջանում որոշված կոմպլեքս փոփոխ ականի կ ամա (ակ ան ֆունկցիա (ի 
Լինդելյոֆի կետերի րաղմությունր շրջանագծի վրա համրնկնում Լ մերո- 
մորֆ ֆունկցիայի Լինդելյոֆի կետերի բադմության հետ և ունի Ւ\է տես- 
քր, որտեղ /' - ր որևէ բազմություն Լ \ ֊ ում տեսքի, իսկ 1ձ~ն որևէ
կատար (ալ ծ ա կո տկեն րադմոլթյան է \֊ում։

Աշխատանքի վերջում նշվում Լ րստ Լին դելյոֆի շրջան ագծ ի վերլուծ- 
ման անհրաժեշտ և րավարար պայմաններ։
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