
ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ^ՏՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ГХХХУ! 1988

УДК 517.55

МАТЕМАТИКА

О. М. Эминян

Граничные особенности пространственных квазимероморфных 
отображений вдоль касательных путей

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н Мергеляном 21/IV 19Я7)

В статье изучается строение множеств граничных особенностей 
пространственных квазимероморфных отображений, порождаемых пре 
дельными множествами этих отображений вдоль касательных гранич
ных путей. Устанавливается, что эти множества имеют такую же 
структуру, как и мероморфные функции одного комплексного пере
менного. Основные свойства поостранственных квазирегулярных я 
квазимероморфных отображений можно найти, например, в моногра
фии (')•

1. Условимся о следующих обозначениях. Для произвольной 
точки х = (х։ хл) евклидова пространства R՞, п^2, символом х° 
обозначать ее проекцию в Я’՜1. так что х°=(х։, ..., х՞՜1) и х= 
=-(х°: хп). Через R’' обозначим верхнее полупространство Яп =

хп)£Рп: хл^>0}. Граница 8/? этого полупространства является 
(п—1)-мерным евклидовым пространством, которое мы отождествим 
с /?л֊|. Как обычно, для двух точек х, у£/?". х = (х*....... х”). у=
= (у1, ..., ул), обозначим |х—у| = У(х1—у։)։4- ... -Их1—у'*)’ евклидово 
расстояние между х и у. Для любых двух точек х. у£/?п обозначим 
символом а(х. у) расстояние между х и V относительно метрики 
Пуанкаре в R'. Шар {уб/?"; |х— у|<г}. г>0, обозначим символом 

I В(х, г); тар в метрике Пуанкаре {у£/?Д з(у, х)</}, г^>0,—символом 
В(х. г). Одноточечную компактификацию пространства R', п 2. 
обозначим через R". т. е. R"— {<*□}•

Следующие понятия введены Е. П. Долженко (։). Точку х£ 
п^2, назовем точкой пористости множества ЕгВ՜ если 

существуют такое число с, 0<с<1, и такая последовательность чи
сел (гД г*>0, £=֊֊1,2, ... Итг* = О, что в каждом шаре Я"-’(х, гД 

Д-*-г
£=1.2. ... можно выбрать шар В" ։(у. рД р*₽»г • г», £-1,2....... ко
торый не содержит точек из Е. Множество, состоящее из своих то
чек пористости, называется пористым множеством, а объединение не 
более чем счетного числа пористых множеств называется --пористым 
множеством в

Следуя Рангу (3), неотрицательную непрерывную функцию £(Д 
определенную на отрезке |0, 1|, назовем функцией подхода, если 



она монотонно возрастает, выпукла вниз на |0, 1| и Л(0)=0, 
Обозначим через н обратную функцию к Л; р(Л(О) /, Д|0, 1]. Для 
любого полагаем /гп(/) = л(—и рассматриваем обратную к ha

функцию
В произвольной граничной точке E^^Z?՞ —/?я~։ рассмотрим кри

вые £а(Е. н), ОО, £Л(Е.л)={(Е- • /; А"(/)): /€|0, а], :с7?я֊։. |Z|=l}, 
где обозначает произвольный единичный вектор в /?я_|.

Обозначим через ДА(Е, >, а, Ь), объединение
_ Л—а

О{(Л<>; хя)^1?я : |х°—ха|<р~ (X՞); (де*»; Х'Щк всех (Л—1)-

шаров, параллельных с центрами в точках (х°, ля)в£АА, -■

и радиусами р“Т"(х'1). Рассмотрим также круговые граничные облас
ти 0„(Е. о)={(х°, хя)£Яя : |х°—;|<{1°(ля)}, <?>0

2. Рассмотрим произвольное К-квазнмероморфное отображение 
ДА?"—/?’1. «>2, и пусть 1(п, К) обозначает универсальную постоян
ную в теореме типа Пикара, доказанной С. Рикманом (*). Последо
вательность (х,„) точек хт£/?я, тп~Г, 2, называется Р-последова- 
тельностью отображения /(х), если для любой ее бесконечной под՝ 
последовательности (х,пД и любого числа С>0 в объединении 
\'.О(хт , = ) отображение /(х) принимает бесконечно часто все зна- 

л 
чения та£/?л, за возможным исключением не более, чем ((п. К) зна
чений (в случае л = 2. К-^1 это понятие введено В. И, Гавриловым 
(’); случай произвольных А^2, см. в (’)).

Для произвольного множества $С/?Л, имеющего предельную

точку Е^5/?л, обозначим С(/, Е, 5) = П г)П/?я), где черта озна- 
г>0 *

чает замыкание множества в пространстве R՛'. Рассмотрим множество 
Кл(/) точек Ес-'-/?", в которых С(Л Е, ЛЧ(Е))--С(/, Е, (Л,(Е)) для любых 
областей ДА(Е)= Д>,(Е։я, А) и фА(Е) = С2л(Е, с). Точку ЕбКА(/՜) отнесем 
к множеству СА(/), если С(/, Е, (?А(Е))^С(/, Е,/?я). Точку отне
сем к множеству Рл(/), если каждая кривая £А(Е, а). <С>0» содер
жит ^-последовательность отображения /(х), и отнесем к множеству 
/ Д /). если ни одна из кривых ДА(Е, ’, а), а^>0, не содержит Р-после- 

довательность отображения Дх) и С( Л Е, £л(Е))=/?'1 Дли любой кри
вой £Л(Е) =» £Л(Е, а), п^>0. Точку Е^/?՞ отнесем к множеству ЛД(/), 
если С(/, Е,/?^7?я и С(/, Е, £Л(Е)) С(/, Е, /?л) для любой кривой 
£л(«)“£л(Е» », а), а>0. Наконец, точку отнесем к множеству
£л(/), если С(/. Е, £ЦЕ)) = С(/, Е, /.ДЕ))=#=Лл для любых £/,(Е) = £й(Е, 

й։), £Л(Е) = £л(Е, а,) и ни одна из кривых £л(Е) = £л(Е, а), а>0, 
не содержит Р-последовательностей отображения Дх). Из этих опре
делений и лемм 1,2 из (’) заключаем, что

С»(/)СК»(Г). £л(/)СКл(/), АД(/)ОСЛ(/) и МА(/)ГК(/)“
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- АМ Г) п л,(/) - / Д/)П/>„(/) =_ (, /;</) = £й(/) п рл(/) ф.

3. В рассматриваемых ниже теоремах мы считаем А(/)=.֊/р, 
/»>>1—действительное число.

Теорема 1. При любом р^Л для произвольного К-квазиме- 
роморфного отображения R" ֊•R", п^2, справедливо представ
ление о/?л =Л/Л(/)и РЛ(/) и/’(/■) |^1£՜, в котором Е—некоторое мно
жество первой категории на ьРп.

Теорема 2. При любом р&»\ для произвольного К-квазиме- 
роморфного отображения /: R '֊ R'1, справедливо вложение 
Л1л(/)С^л(/) а представление <•!?"■= £л(/)иЯ(/) □/*(/) <Е, в кото
ром Е—некоторое з-пористое множество на ьЯ".

Замечание 1. При р = 1 теорема I доказана в (’). Для меро
морфных функций, т. е. п — 2, А-1, эти результаты восходят к ра
боте В. И. Гаврилова (8), в которой рассматривался случай р=1 и 
результаты которой с той же методикой были распространены на 
случай в статье (#). Такая же схема применена в настоящей
статье.

4. Доказательства теоремы 1 и 2 опираются на вспомогательные 
результаты, для формулирования которых нам нужно ввести неотри
цательную функцию ?:/?"—/?=/?* Д{ с*с}, ’;(х) зир?[/\х),/(у)] •

* А
• |°(х, у)]՜"» в которой ъ-К >-« и виргетип! берется по всем у»

Лемма 1. Пусть р^Л фиксировано. Для того чтобы кривая 
£Л(ВД, я), а>0, не содержала Р-последовательное шей для К-ква- 
зимероморфного отображения /-R*—R՛։ необходимо и достаточ
но, чтобы в некоторой области Ал(:, х а2), а2<^а<^а3 функция 
7/(х) была ограничена сверху.

Лемма 2. Пусть фиксировано и произвольная
точка. Если кривая £Л(Е, >,«). а^>0, не содержит Р-последова- 
тельностей К-квазимероморфного отображения /: л^»2,
то С(ф, Ал(с, С, а))~С(/, «, Л(;.а։, Ь,)) для любых ()<&<&.

Замечание 2. В случае р- 1 лемма 1 доказана в ((’), лемма 
1); ее доказательство в случае р>\ использует простейшие свойства 
метрики Пуанкаре в /?л и лемму 3 из (՛). В доказательстве леммы 
2 используется лемма 2 из (’). Согласно теореме 3 из (’")» лля ПР0՜ 
извольного отображени 1 ё ՛■ R" Рп՝ п^2, и произвольной функции 
подхода А(/) множество й/?" \С/((£) имеет первую категорию на <</?л.

Обозначим Л4=СА(/)1)Сл(у/)5 тогда иЕ, где Е—неко
торое множество первой категории на о/?л. В произвольной точке 

могут быть реализованы следующие возможности:
С(/, 5, /?л и С(<7/,«. /?;) ограничено; (1)

С(/, е, /?;)=«’ и С(<7/։ 5, /?;) не ограничено; (2)
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С (Л 5» = и С(д/, 5, Яп+) огранично и (3)

С(/, 5, /?^)#=/?я и С(дг, с, R՞) нс. ограничено. (4)

Четвертая возможность на самом деле реализоваться не может, 
поскольку неограниченность множества Е, R՞) влечет за собой, 
согласно лемме 1, свойство С(/,;,/?")֊R”. Если реализуется воз
можность (2), то, согласно лемме 1, Если реализуется воз
можность (1) или (3), то, согласно лемме 2, Е£Л1Л(/) пли ££/,*(/).

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично и основано 
на другой теореме о максимальности (см. (10), теорема 1), согласно 
которой для произвольного отображения £■ R”֊ R'1, п 2, и произ
вольной функции перехода //(/) множество ։/?я \Khig) является 
з-пористым множеством на Н11.

6. Рассмотрим произвольную функцию подхода для произ

вольного и>0 функции ЛЛ(*)=и обратную к ней функцию 
а

М0=:х(а0- В произвольной граничной точке ^дРу определим кри
вые ЛЛ(«, ՝» а) так же, как и кривые £л(;, а), заменив функцию 

на Лл(/). Обозначим через Дл(с,а, Ь), Ь>а>0, объединение
(НС • »(*"); л») Е

2

Ь—а
и-, ис/?я֊‘,

«±Е. М<1{
всех (я —1)-

шаров с центрами в точках (Н С • ра+^(ля); хп) и радиусом -—- , ор- 
~т~ 2

тогональных вектору С, »С/?я-։,
При Л(/)^р/?>1—действительное, множества кривых Лл(с, С, а) 

и областей Д''(;Д, а,Ь) совпадают с множествами кривых /./,(£,», а) 
и областей .4Л($,', а, Ьу при р>1—действительное, эти мно
жества различны (см. (“))•

Для произвольного К-квазимероморфного отображения /: /?я.—*
-R" и множеств {АД;,а)}, {ЛДс,а, Ь)} определим множества 
КД/). С'(/), Р’Ч/), МД/), АД/՜), аналогичные множествам с
индексом А внизу, которые были введены в пункте 2. Результаты из 
пункта 3 обобщаются следующим образом.

Теорема 3. Для произвольной функции подхода Л(Г) и про
извольного К-квазимероморфного отображения Г‘.R1—R", п>2> 
справедливо представление дЦп+=М'1{Д) Р։,(/)\31'‘г(/)Д А. » кото
ром Е—некоторое множество первой категории на оРп.

Такое обобщение возможно в силу того, что теорема 3 из (10) 
справедлива и для множества СД#) при произвольном отображении 
Я : R'^+-+՜RՈ, /г>2.

Остается не доказанной возможность обобщения теоремы 2 из 
пункта 3.

Ереванский политехнический институт нм. К. Маркса
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Z. Մ. ԷՄՒՆՅԱՆՏարած ակ սւ Г» կւ[ա ц|нГ Լրոմորֆ սւրւոաս|սւտկԼ րման սահմանային
Տարածական 

ների հիմնական 
ղրու թյուն ում։

Լ (| ա կ |ւ ո ։ յպ ո ւն p' pu։n շոշափող կորԼրի
կվտղիկանոնավո ր Լ կվ աղիմ երոմ որ՛ի ա ր տ ա պ ա ւո կ Լ ր ո t մ - 
հ ատկութ յուններր կարելի է ղտնել, օրինակ, (1) մենա-

ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում Ւ ₽ ո[
կիսատարածութ յան дRՈ եզրի նկտրաղրութլունր է կա մ ա լ ական /\ - կվա ղի մ ե • 

րոմորֆ ֆ Ո1 նէէքյՒ այի / : — սահմանային բազմությունների միջոցով,
որոնք առաջանում են շոշափող եզրային կորերով։ Աշխատանքում նշված 
լեմմաների 1 ե 2 ապացույցների Համար ներմուծված է' ոչ րացասական
?/(*) =֊ SUp[/(x), /(У)]|=(Х, y)P ֆունկղխսն, որտեղ սու
4 ըստ րոլոր y(:Rnjr_\{^Xrl/: Պարզվում Լ dR*

սւրեմոււքը վերցրվում 
ունի նույն նկտրա֊

ղրութ լունը, ին չպիսին ունի մեկ փոփոխականի մևրոմորֆ ֆունկցիայի դեպ֊

Աշխատանքի վերջում նշվում է կամայական ֆունկցիաներով մոտեցման 
և կամայական \հ֊կվա ղի մ երոմ որֆ արտապատկերման միջոցով (}թ եզրի 
վերլուծությունը' ըստ ՕՀ՚լ֊ի ենթաբազմ ութ յուննև րիք
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