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В работе рассмотрено разложение вектора перемещения в обоб
щенных потенциалах, допускающее в некоторых случаях разделение 
векторного уравнения радиально-неоднородой изотропной упругой 
среды на независимые скалярные дифференциальные уравнения вто
рого порядка. На основании полученных результатов определены свой
ства некоторых радиально-неоднородных изотропных упругих сред и 
приводятся независимые скалярные уравнения движения.

Волновые процессы в неоднородной изотропной упругой среде с 
коэффициентами . 1аме /, р и массовой плотностью о описываются 
векторым уравнением (’)

(>. |֊2p)grad diwz-prot гоШ-փ grad'- • diva

• gradpZrot/z-j 2gradp • gradw = p d2u

где и— вектор перемещения.
Представим осесимметричное решение уравнения (1) в сферичес

ких координатах (г, 9, ?) для радиально-неоднородной среды, т. е. 
при р, о, зависящих только от координаты г, р зложением

« = '?։('')й1’айФ։(г. 6, /)+%(r)rotrot|*,(r. 0, /)е,|Н֊ го1[Ф։(г, 6, /)ег], (2)
где Ф2, Ф3 —обобщенные потенциалы; ф(г)— неизвестные
функции, зависящие только от г; ег — орт по оси г.

Разложение (2) подставим в уравнение (I). После некоторых 
преобразований получим

?։егаб[к1'>1^1(Ф1)1+<Р2го1го1[<Р7161рД։(Ф2)^| |

4֊го1|рЛ3(Фэ)г?Л / д . , . ԺՓյ . . . Ժ2Փյ
Т Г ^1зФ1 Л* 2 
дг дг

(3)

/21ДФ2Ф f
ԺՓ 
дг

'I ^23^2 ^2»
Ժ2Փ, 
dt2

В (3) приняты обозначения:
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. 1 d d 1 d t ,d ' nA=------- r2—4----------- sinO— ; ;=-/.4 2<i.
r2 dr dr r2sin& d4 db

Неизвестные функции ?<(^)» ф։(Н определим из условий
Лу=0, Z=l,2; / = 1,2,3. 4, (8)

при выполнении которых правая часть уравнения (3) является сум
мой линейно независимых векторов. Поэтому уравнение (3) разделя
ется на независимые уравнения для потенциалов Фп Ф2, Фл:

rot rot|՝ру1>,рА2(Ф2)^]=б

го1[рЛ,(Ф3)^г] = 0.
Выражения £/(Ф/), /-1,2.3, являются некоторыми функциями 

от координаты г и времени <, т. е.
/.,(Ф/)=//(г, О. (9)
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Легко показать, что простой заменой потенциала Ф, всегда 
можно правую часть (9) приравнять нулю. Не вводя новые обозна
чения, предположим, что потенциал удовлетворяет этому усло
вию. Тогда для радиально-неоднородной изотропной упругой среды 
имеем независимые скалярные уравнения движения

/./(Ф/)=0. 1 = 1,2.3. (10)
Условия разделения (8) векторного уравнения движения на не

зависимые скалярные уравнения (10) эквивалентны системе урав
нен и

*=1»2; (11)

Ру Р, А’О; М>гН/>а-|-2|1' = 0; (12)

(!‘/,։)'+!1Р1֊ — ф֊֊ (13)
г г

К' + у(;+2!09։^-о. (14)

Система уравнении (11) —(13) неопределенная, и ее можно ре
шить при дополнительных условиях относительно функций ?,(г); 6Дг) 
и свойств среды ', щ р.

1. Предположим, что

= т. е. «=1,2.
Тогда уравнения (11) превращаются в тождество. Параметры />,, 

/’։. Р и и ; определяют из системы уравнений (12)-(11). Для этой 
системы можно получить решение в виде:

Pj=— . Л>= —. V = ; = £г\ (15)
г г г

где А, В, С, D, Е, з —постоянные.
После подстановки (15) в (12) —(14) получим алгебраическую 

систему уравнении:
А+В_|.С~0; AD+BE+2*D=Q.

ВЕ(В+л—2) = АО(А4 а—2);

В\Е(В и-2)(а+1—С)+(Ед 2D)А |= 0, 

которая при произвольных положительных D и Е имеет решения: 
а) А = 4; S*0: С ——4; ։--•—2, 
6) А -0; Л = -4/( ։-2); С-=4/(Т-2); a = 2i/(7֊2).

/ Г / г \~*
В случае а) по формулам (7) имеем ^ = (— ), Ф։=1. р—р0(— ) • 

Vo / Vo /
11иИо(—«-71Ч где г0—характерный радиус; р0, /0, цв—плотность и 

параметры Ламе при г=г0. 
г

Вектор перемещения опредетяется по (2) разложенном и= 
- A“grad<P։-|֊rot го1(Ф։с,) 4֊го1(Ф։е,). а независимые скалярные уравне
ния движения (10) принимают вид:
154



/,(՛!>;> дф;+1^+А,|,-
R дК 1

-^^=0.

7 А’ а-3

/,(ф:)
- R дЪ ' /V

4 <М'
_ ____ *■

А Ы

.о-
R1 д-3

1 (РФ.
— Фо---------------- -- =0
R1 3 R3 д-г

где ф;- Ф./г2; R֊--, |1о/Ро ±. 
го г0

В случае б) имеем

?։=։« ^։я(~) \ 21 11=11оГ—)։~; 5-=711>
'го/ \го/ \гп/

При этом вектор перемещения (2) и независимые скалярные уравне 
ння (10) получим в виде: ■

- 1 -
«»КгабФ։- R ։-2 го1 ГО1(Ф2<?Г) ‘ гоЦФ։е,);

1 дФ*}4
R дR 7-2 R' ’ 7 А* д-3

/3(ф-)-дф:֊ 2т
7-2՜

1 б>ф; 47 1
---------------- !---- ф'_
R дR 7-2 А3 2

1 <рф:
R3 ~дТ

/.,(ф;)=.*ф;+ _!_ 1« _ _С_ ±ф. 1 .
т-2 R «R ֊;—2 R’ 1 R՛ О-:-

II. Известное разложение вектора перемещения для однородной 

изотропной упругой среды в сферических координатах (*) // 

= цгас!’Г։ 4 го! го1(г’Г2гЛ)4-го1(г’Гле,) является частным случаем разло
жения (2). В этом случае условия разделения (11)—(14) удовлетво
ряются, а уравнения движения (10) переходят к известным уравне
ниям при Ф։«Ч’։, Ф,=г՝Г(; 4 = 2,3.

Разделение векторного уравнения на скалярные независимые 
уравнения имеет место и при следующем разложении перемещения:

й=1'18'аб(/։Ф։)+(?։’֊о1 го!(/։Ф։е,)4 гоЦФ,?,).
где •!»/, //—произвольные функции от г. При разложении получим 
опять условия разделения (11) (14) которые не зависят от функции 
Л » Л- Функции /։ и их производные участвуют только в неза
висимых скалярных уравнениях для потенциалов ФР Фг» Ф։- Поэтому 
разложение в виде (3)

—^га<1(/։Ф։)+ — го! го1(/։Фге,Н то((Ф.е,) 
/։ /»

для разделения векторного уравнения слоисто-неоднороднон упругой 
среды в сферических координатах является частным случаем разло
жения (2).

Ереванский поли технический 
институт им. К Маркса
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Ս. Դ. ՍւԱւՍւՅԱՆ

Որոշ շաոավղային անհամասեո իգոտրոս] առաձգական
միջավայրերի շարժման անկախ սկա| յար հաւ| ասարւււմնԼր բ

Աշխատանքում դիտարկվում է տ ե դա վ։ ո ի։ ո ւթ լան վեկտորի վեր լուծ ու
ծությունն ընդհանրացված պոտենցիալներով, որը թույչ է տալիս որոշ 

չառա վզային անհամասեո. իզոտոպ առաձգական միջավայրի շարժման վեկ՝

սարային հավասարում ր տրոհել 

դիֆերեն ցիալ հավասարումների։ 

ւդետք է բավարարի անհամասեո

անկախ սկա լյա ր երկրորդ կարգի գծային 
Ստացված են այն պա յմ անն երր, որոնց

ա ււաձգա կան մ իջա վա յրի բնութագրող պ ա ֊
րամ ետքերը f որպեսզի վերը նշված տրոհումը տեգի ունենա։

Յոլյց է տրված, որ անհաժասեռ աոաձւյտկան մ իջավ ալրի 

ի։ տ ութ յուն ր և Լամեի գոըծ ակիցն եըը կա խվս։ծ են շառավիղից, 
համար, որի 

ա и տիճան ա -

յին օրենքով տըոեումը տեգի ունի ե ստացված են շարժման անկախ սկալ 

՛ար հավասարումները։
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