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В настоящей работе введено новое понятие 5-порядка мероморф­
ных функций, обобщающее понятие порядка роста целых функций, и 
получены оценки 5-порядка мероморфных решений дифференциаль­
ных уравнений.

I. Пусть то=то(г) трансцендентная мероморфная во всей плос­
кости функция. Введем следующие обозначения. Пусть ру(/=1, 2, ...) 
нули и полюсы функции то и пусть Е-м множество кругов |г—ру|<ч 
<+,, (/ = 1, 2, ...) с конечной суммой длин радиусов. Множество 
назовем исключительным множеством функции то, и пусть Е^,=

ь

Обозначим через

и назовем 5-характеристической функцией то.
О п р е д е л е н и е. Пусть ш(г) мероморфная во всей плоскости 

функция и б—некоторое неограниченное множество точек. 8-по- 
рядком то по множеству б, или 8(б)-порядком м, назовем

р5(О)«11т (2)

а Տ-порядком функции ю назовем
[>$=5ирЫС;)}. 

ОСС

В частности, если то(г) целая функция, то легко видеть, что 
о5(6)=р, где О=Кв$|то(О|=тах то(г)|}, а р—обычный порядок то.

Р1-1 3| *’5$
Обозначим через

... . ( * V /о»/Ул(г, то) = (----------) • ----------- ♦ (3)
\5(2, то) / то(г)

и назовем Нь- характеристической функцей то, где Ец^ = Еи>{д 
и£гАто(*>/то —исключительное множество функции //“.

104



II. Рассмотрим неприводимое алгебраическое дифференциальное 
уравнение

(4)

где г—многочлен от своих переменных.
Определение. Пусть мероморфная (трансцен­

дентная) функция и О — некоторое неограниченное множество то­
чек. Будем говорить, что ад'(г) принадлежит классу У/п.р(О), если 
при любом натуральном )^п

lnp|7/'(z, ад)|=0(|г|а/), z^G\EHj. • (5)
где : 0, (/- 1, 2, ..п) и хотя бы один ln,,a=ln ... Ina,

р 
\\]па=а—исключительно множество HJ*.

* Ясно, чго Vn 0Г71'л,| г՜ ... <~\ 'ц,р

Известно, что 5-порядок всякого мероморфного решения урав­
нения (4) из класса 1'л,о(0) конечное число С1).

Посмотрим, имеет ли уравнение (4) мероморфные решения из 
класса Уад(О) конечного 5-порядка. Этому вопросу и посвящена эта 
работа.

Пусть уравнение (4) имеет мероморфное решение из Vn.\(G). 
Так как нас интересует асимптотическое поведение решения уравне­
ния (4), в (4), заменяя

' / ( * 7 л । ) \ 7
ад(>)(г)=£у|.гр; • ехр(?7|г|7/)(——---- ) ад(с)( 1 -Н,(с)), г^С\Е/г/, (6)

\ /
где 0<Д/=1, 2, ../г, неотрицательные дей­
ствительные числа, а еу(с)—0 при г—ос, получим

5. тс՝)=Е(г, то, £1|г|т‘ехр(31 • |г|’1)г~15ад, 
^п|г|‘лехр(₽л(г|'л) . г-«5лад)=0, (7)

И
где Е/-=1] ЕП)—некоторое множество кругов с конечной суммой 

длин радиусов, которое назовем исключительным множеством урав­
нения (4).

Уравнение (7) назовем определяющим уравнением, а О/фс, 5, 
ад) — определяющим многочленом уравнения (4) на множестве О в 
классе УПд(О).

Ясно, что О/(г 5, ад) многочлен относительно 5 и он неприво­
дим. В зависимости от повеления мероморфных решений уравнения 
(4) из класса 1/„։1(6) имеется несколько случаев.

1. Пусть ад мероморфное решение уравнения (4) из класса 
1/„л(6) и для него

Пт «(.г) = ею, (8)
г-*  сх«

Скажем, что мероморфное решение уравнения (7) из класса 
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VЛ,1(С?) принадлежит классу 1/7/6). если для этого решения имеет 
место (8).

Сперва уравнение (4) запишем в виде
^(г, .., тогп)=^ а7о... Ул(г) • то'» • то'1 ... то'л=О. (9)

В предположении, что уравнение (9) имеет решение из класса 
К,.1(6) из (9), имея в виду (6), получаем

0/(г, 5, ю)=^ ак... Ул(г) • /г'‘ ... • |гр'Ч+-+т,։'л . ехр{^1/1|ф +

/ £ \ А4!’•••4*  л/л֊Ь-.-+₽/։Лк|ал) . ( —\ • адЛ+»+/л=о, (10)

Пусть 0/(г, 5, то) —многочлен степени т относительно то. После 
деления левой и правой части (10) ня то"’ при г-*оо  получим

Хг(г, $) = V ат.(/гъ ..., • гт] • к|иехр(?,|гр/)5'֊--0, х£Ои,\Ер, (11)
/=о

где (/ — степень коэффициента при то"’ относительно 5, ат] — ограни­
ченные функции от своих переменных, т^—целые числа, а7, р7, -р — 
неотрицательные числа.

Уравнение (11) назовем характеристическим уравнением, а мно­
гочлен А'*  (г, 5) —характеристическим многочленом уравнения (4) на 
множество С в классе 1/л.1(6). В дальнейшем предположим, что 
многочлен А'7..(г, 5) неприводим.

Левую и правую части (11) делим на коэффициент при 5 7 и при 
г—со получим 

7֊ 1 _ _
5'/г V аП1.(къ • г,п/ • |гр/ехр(37| гф/) • 5'=0, г^в\Ег, (12) 

/ о
где (ЛЛу=а/пу|<Ъл</, /п7-=/;гу — тч% 77=;7—ту — шах(* 7, яД а Зу просто 
выражается через р7 и 37.

При получении (12) предполагали, что в (И) а,„1{^0.։ Если в 
(11) а,Л/ = 0, то рассуждения, которые проведем ниже, будут неспра­
ведливы. Предположим еще, что в (12) одна пара яу, Зу строго по­
ложительные числа.

Предполагая, что уравнение (12) имеет решение вида |5|—с • 
• |г|?, получаем

/7 ։ _ _ _ _ - \
т( 4 а,,,1 * г"'у * 1г1ту ’ ехР(?/ ’ 1г1’у) ։ ?) =֊0(1пг)*, (43)
\/ -о /

имея в виду, что
/<7֊> _ _ _ — . \

///(V ат) • г'"/ • |гр; • ехр(?7 • |г|ау) • 5у)^/??(5*) 
\/-о /

2г.
1 (’* /п(г, и») — | 1п*|и»(гт)|^.

2-.’ 
о
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н //г(5)-0(1пг). Соотношение (13) противоречие с условием того, что 
в (12) одна пара а>, положительные числа.

Если характеристический многочлен превращается в одночлен, 
то он принимает вид

А^(г, 5)=Д/Я//(Л1, .... йп, г) • 8ч, г^С^Ер.

Так как в силу условия ат ^0, получаем 5=0. Это противоре­
чие и доказывает отсутствие решения уравнения (12) указанного 
вида. Если 7-0, то характеристическое уравнение принимает вид

5)—.. ., /?л, с) — 0.

В силу того, что следует Дт</^0. Опять получим про­
тиворечие.

Из вышесказанного следует
Теорема 1. Пусть задано алгебраическое дифференциальное 

уравнение (4), где 1 — многочлен от своих переменных и С—неко­
торое неограниченное множество. Пусть характеристический 
многочлен (12) X™ уравнения (4) неприводим, в (12) ат =^0 и одна 
пара ау, р; строго положительные числа, тогда уравнение (4) 
мероморфных решений конечного 8 порядка из класса 1А ДС?) не 
имеет.

Замечание. Если характеристический многочлен приводим, 
либо в (11) ут</ = 0, либо в (12) ау, ру=0 (/ = 0, ..., 7֊ 1), то урав­
нение (4) может иметь мероморфные решения конечного 5-порядка.

2. Пусть то мероморфное решение уравнения (4) из класса 
УпЛ(в) и для него

1|1Н^(~)---0, С. (И)

Скажем, чго меромор |)ное решение ура шеиия (4) из класса 1/л1(С7) 
принадлежит классу 1/л,։(С), если для этого решения имеет месю 
(14).

В уравнении (I) заменим &՛- 1/ю При такой замене алгебраи­
ческое дифференциальное уравнение переходит в алгебраическое 
дифференциальное уравнение. Имея в виду, что 5( г, ад)= 5( г, ш), 
заключаем, что 5-порлдок мероморфного решения уравнения (4) при 
такой замене тоже не меняется. И наконец, если //>(д, то) при 

удовлетворяет условию (5), то и /-/>(*,  ։о) при ££С’а,\£7- 
тоже удовлетворяет этому условию.

Пусть после замены то = 1/<֊« уравнение (4) переходит в уравне­
ние

Ф(г, ш, и/, .. ., ш,л)х- о, (15)
* 

где Ф многочлен от своих переменных. Уравнение (15) назовем ин­
версионным уравнением (4) При о^И;։(О) имеем то^1/«.1(О), откуда 
следует

Теорема 2. Пусть задано алгебраическое дифференциальное 
уравнение (4), где Е — многочлен от своих переменных и (л—неко­
торое неограниченное множество. Пусть характеристический 
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многочлен Лу уравнения (15) неприводим, в характеристическом 
многочлене коэффициент при старшем члене относительно 5 не 9
равен нулю и хотя бы один коэффициент в Ху имеет конечный 
порядок, тогда уравнение (4) мероморфных решений конечного 
5-порядка из класса 1/л.1(С?) не имеет.

3. Пусть XV мероморфное решение уравнения (I) из класса 
и пусть

11тто(г) = с, 0<|с|<оо, (1С)

Скажем, что мероморфное решение уравнения (4) из класса 
Г,։>1(С/) принадлежит классу ^։1(П), если для этого решения имеет 
место (16).

Пусть определяющий многочлен О/(г, 5, то) многочлен степени 
ц относительно 5(г, то). При г-оо и г^(л™\Ег֊ из (10) получим 
асимптотическое уравнение 

<7
£) = У ат}(с, • ]г|и • ехр(• |г|ву) • £>=

»=--0
=0, (17)

где ат/ —ограниченные функции от своих переменных, т}— целые 
числа, а/, -^ — неотрицательные числа. Уравнение (17) назовем
характеристическим уравнением, а многочлен ✓¥£(£, 5) характеристи­
ческим многочленом уравнения (4) на множестве а в классе 1ЛГ.1(С7).

Теорема 3. Пусть задано алгебраическое дифференциальное 
уравнение (4), где Е—многочлен от своих переменных и 6-неко­
торое неограниченное множество. Пусть характеристический мно­
гочлен (17) уравнения (4) неприводим, в (11) ат ֊-/Л) и одна пари 

= и —^—строго положительные числа, тогда урав­
нение (4) мероморфных решений конечного 3-порядка из класса 
УпАС) не имеет.

Для доказательства этой теоремы нужно повторить рассужде- 
ния теоремы (1), имея в виду, что характеристический многочлен 
X՛! имеет такой же вид, как характеристический многочлен Х~, из 
свойств которого и следовала теорема I.

Аналогичные теоремы верны для классов 1/я.р(С7), р^*\.
Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Ս. Ծ. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

Մերոմորֆ
Г| ի ֆ Ь г ե ն (| |) Ш |

ֆունկէյի ա ների կար<|ի մասին
հավասարումների մերոմորֆ

և հանրահաշվական 
(ածումների աս|ւ մս|տոտ|ւկ

նաակու|> ।ուննԼгр

1/ույն աշխատանքում մսւրյվւսծ 1է մերոմորֆ ֆունկցիաների Տ—նոր 
հ ա ս կա ց ո ւթ յուն ր, որը հանդիսանում / ամբողջ ֆունկցիաների կարգի րնդ- 

. անրտցու մր , ե ստացված են հանրահաշվական դի ֆ ե ր են ց ի ա / »' ա ւ/ ա սար ում ~ 
ների մերոմորֆ /ուծու մների Տ— հաՐ'ւՒ գնահատականներ։
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