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Одной из наиболее важных и актуальных проблем современной 
алгебры является проблема построения неприводимых полиномов вы­
соких степеней в явном виде.

В настоящей работе разработан новый метод построения непри­
водимых полиномов высоких степеней в явном виде над полями Галуа 
с помощью результатов Р. Р. Варшамова (1։2)

Пусть вГ(д)—поле Галуа порядка р — простое число, $ —
натуральное число.

Будем говорить, что степень элемента я над полем СЛ(7) равна 
/г или же я является собственным элементом поля (7Л(7/г), если я£ 

и где й—любой собственный делитель /г, В этом
случае пишется

Введем в рассмотрение оператор Варшамова (’)
1 п т

——՜ У] С1и$г.Х‘(1 ,
Н—0 Г=0

п т
где /(*)  = у ацХ" и 0(х)= V 0г,хг(6^О), а,п 

и = 0 1/=0

* В данных условиях это сравнение всегда имеет решение.

Пусть ^={/1(*),  А(-*).  • • •» /*(х)}  множество из а примитивных над 
полем <7/7(2) полиномов с попарно взаимно простыми степенями

п2.....(я։>1) соответственно, Г— П (2Я/—I), ?(-*) — неприводимый в

поле СЕ(2) полином степени п, (п, Т) = 1, 6,—совокупность всевоз­
можных последовательностей в = (ар е2,.......  М длины о, где е/=0 или
1. Пусть, далее, для любой последовательности г£С0, /(х, з, 2£,) = 

а п
п х/(х, е, У;)Ен/?(‘)(х)(тос^(х)) и ф(։)(х)= у где
/=1

^ — нетривиальное решение сравнения

и—о
Тогда

Теорема 1. Полиномы,
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Л(х) = (?(х))<֊')’(Ц ф(')(х/(х, г, 2,))-«(п У>(х/(х, г, V )) (1)
2 + а- |е| 2р-|е|

Я
и степени пТ и п соответственно, где |е|=2£/ ^£0- не-

/=1 
приводимы над полем СЛ(2),

Доказательство. При п=1 справедливость теоремы непос­
редственно вытекает из (*).  Поэтому докажем ее для п>\. Согласно 
(։) полином степени Т.

/Урс)=(п /(х, е, 5<,))-1(П /(X, е,^) 
։6О3 *60,

213-1*1  2|з-1*1

неприводим над полем СЛ(2). Но (/г, Г)=1, а поэтому Н(х) неприво­
дим также и над полем 6Г(2Л). Нетрудно видеть, что

У/(х)=зх(֊1)7(П х/(х, е, £7))-1(П х/(х, е, 2,)). 
*6О3 «60,

2 4 а—1։| 2|а—1։|

Поэтому, если а—корень уравнения <р(а)=О, то среди коэффициентов 
т

полинома Н(х—а)=/г(л)= у Иих11 согласно (3) найдется хотя бы один 
и=0

коэффициент Ьи такой, что б/е^2(Ап)=л. Стало быть, Л(х) неприводим 
г

над полем <7Л(2"). Далее, поскольку А^(х)—Л7(х—а2‘) = У Л; хл, то
и=0 

л—1
согласно (4) полином Н^х)= П Л(у,(х)—неприводим над полем 

г=0
(7Л(2). Стало быть,

л—*1 / \—1 / - \
Я։(х)=П (х-а2։')<-1>’(П (х/(Х,е,У,)-^')) (П (х/(Х,е,2։)-^) , 

у=0 \«6О3 / /
213-«|е| 2|з->|

где /(х, с, у,) — V Ь^х2\ Рг= у Ь&а2' и г։—уг/Я/ 
£7=0 / = 1

или

(л—1 \—1/ л —1 \
П П (х/(х. г, ( П П (хДх, г, у,)-
?еоа / \։€Ов У=0 /
2^-1«| 2|з֊1«1

Покажем теперь, что для любого е р։ является собственным 
элементом поля (7Л’(2"). Допустим противное, а именно, предполо­
жим, что степень элемента рг над полем (//’(2) равна д, т. е.

— д, где с1—собственный делитель п.. Пусть Уа> = {.Л։(х),/,-,(х), 
...*Д(х)}-любое  подмножество уз, состоящее из & элементов/։-։(х), 
/а(х),......,ЛА.(х), тогда согласно (’) полином

степени 7\.= П(2%—1) неприводйлл^ывй^Щем б?Л(2). Учитывая, 
“в0 ш >^4-

ЧТО
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(Л%(х), Pg2(x)) - L'\gi(xY g2(x)), а также сепарабельность выраже­
ния /(x, е, vft) (2)։ находим (/(х, 2», /(х, е, 2<,))=1, если |е|<£, и 
(z(*,  Ь), /(*,  2S))='U. Ь). если МЕн-^ЛлС*),  fAxY ^.fjf(xYr 
Существует в точности С*"*  подмножеств ^|6|в/, включающих V*.  
Значит, )(х, УЛ) является делителем полинома Г! /(х, £, Уо) кратнос- 

|«|-г ""
ти C'~J. Стало быть, если обозначить ^ = У\С" , и <₽, = v С" . то з-А- • ^<j—k »1 — J֊/?’ U2|Н 2 f и
Цх, является делителем полинома П f(x, s, ve) и П /(х, s, Ув) 

seG, eGGa ’ ~
2 + a֊|e| 2|a-|‘l

кратности сэ и <f>։, если a нечетно и <p2 и <p соответственно, если a 
a — k

четно. Из разложения (х—1)°՜*=  V С"_Лх" видно, что <р есть сумма 
и=0

коэффициентов при четных, а ср1—при нечетных степенях х. Поэтому 
= ( 1 —1)’~А> = 0. Значит Цх,х» входит в П /(х, е, 23) и 

е6Оэ “
П /(х, 

2|з-|е|

24а֊|е|
с одинаковой кратностью, а поэтому с нулевой крат­

ностью в их частное.
Теперь, применяя процедуру, описанную выше, для любого в, 

например, |е| = / и £/։ = 1, £^ = 1, ..., £/,= 1, получим

где полиномы

и «1

t

Л=1 vaCV/

/
А(х, —1б|) и /(х, vft) степени Tt= П (2%—1) и 

ц = 1
соответственно неприводимы над полем GF(2). Так

как (//, 7\) = 1 и (/г, 7А) = 1, то полиномы 
димы также и над полем СЛ(2П). Тогда 
номов

2S) и 2л) неириво-
среди коэффициентов поли-

Ч^-a, У*) =

(3)

г=0

в силу (3) и поскольку найдутся коэффициенты /.м и >/ такие, 
что =п, с/е^2(/'ь) п. и полиномы (3) неприводимы над полем
6՝А(2"). Если учесть также следующую легко доказываемую форму­
лу:

и
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л —1
то согласно (4) полиномы Р\(х, У/) = П Цх—а2“, V,) и ^(х, у*)  = 

и—О
п— 1

= П л(х—а2 , УЛ) будут неприводимы над полем 6Л(՝2). Следова-
•р=0

тельно, будем иметь
л-1/ Г /.V
н (х2/П /у(л)-(2 1/„а2“

р ( „ \ «’«О' \//=0
Г 1(Х, Д/)= ------------------ —։----------------------------------

?(х)П И Л(х, 1а)
*=*  \kaXt

/ X г
где х/ЛП /{.(х) = У Уих2" и N= У п. Заметим, что, так как поли- 

/-1 7 
։ кном хАлП // (х)— У 1/«а2" сепарабелен, то полиномы /֊(х—а, У,) и 

*=°
а(х—а, УЛ) —различные, а это значит, что при попарно взаим­
но простых пл> п9, /г0(/?/>!) полиномы ^(х, У/) и /\(х, УЛ) (&<^)

Л*  л—1 / / Л’ \2г'\
тоже различны. Тогда, если ^0£2(У 14а2")=б/, то П (х—( У 14а2") )= 

и—О г=оу \ц=0 / '
= (’Ь(х, 1/));И» где я = б//И и Л4^>1. Следовательно, согласно (4) бу­
дем иметь

Но поскольку полиномы <р(х) и /з(х, Уй) (1лС1/) различны и не- 
/ I 

приводимы над полем СЛ(2), то имеем Л/х, !/) = '}( хЛЛ' П //м(х), \ и=1

)31
(7(х), что невозможно, так как Л^х, у,) неприводим над полем

ОЛ(2). Значит М--=1 н для любого г ?а является собственным эле­
ментом поля (7Л(2")> что в свою очередь для любого е устанавливает 

. л—1
неприводимость полиномов б<:)(х)=^ П (х—р2") над полем СЛ(2). Та- и—0
ким образом, в силу (2) полином (1) неприводим над полем СЛ(2). 
Теперь нетрудно убедиться в том, что б^(/?(£)(х))=0(то(1?(х)) или 

л
У (/?(*)( х))“—0(тос1о(Х)) Итак, теорема доказана полностью.

Опираясь на работы (х՜4), можно доказать аналогично теореме 1 
следующий факт.

Теорема 2 Пусть о£{0; 1; 2;}, (л, 2Ч4^(2л^ — 1 )) = 1, /(ГЛ е, 1=) —

-0(л-)/?П 0(х)=х£'(х + 1)’+1, (6(х)4-1)£в+1П /.(х)ч =
/ I 

л
*/?(,)(х)(тобт(х)), &(х)+1=Й/(х)то(1<?(х)), 2 ^։>х“ и «»(х) =

«=0
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п
= V юмлы, где № и нетривиальные решения сравнений 
п п
V =0(1ПО(1ср(х)) и у ши( ^/(х))</иеО(1пос1<р(л)) соответ-
и=0 и—О
ственно. Тогда полиномы <Ь(£')(х), ю(х) степени п и полином

Л(х)-(со(0(х))(֊1)Уп 2,))՝Г7п +<->(/(0, е.
\։еоз / \e6Gj /
2|з-|«1 2|з-|»1

степени О!։пТ неприводимы, над полем СЛ(2).
Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 

чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамову за полезные советы 
в процессе работы над статьей. 
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Մ. Կ. ԿՑՈԻՐԵՂՑԱՆ

Վարշ՚ամովի մի թեորեմի կիրաոության մասին

Վերջավոր դաշտ ե րի 4.Րա չվերածվող բազմանդամների տեսության 
1/ա րևո րաղույն խնդիրներիդ մեկը հանդիսանում է բացահայտ տեսքով 
բարձր աստիճանների այդպիսի բազմանդամների կառուցմ ան պրոբլեմը։

Աշխատանքում դի տ ա րկվում է Վարշամովի Լ՛*  դծային օպերատորը) 
որի որոշման տիրույթը' Գալուայի (յ Ւ(վ) դաշտից վերցված գործակիցներով 
բազմանդամներն են։Լ^ օպերատորի օգնությամբ ապացուցվում են մի շարք 
թեորեմներ, որոնք թույլ են տալիս բացահայտ տեսքով բարձր աստիճան­
ների չվերածվող բաղմանդամներ կառուցել Դալուայի 0խ (2) դաշտի վրա։
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