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В настоящей статье исследуются совершенные графы в связи с 
сильной гипотезой Бержа: граф совершенный тогда и только тогда,
когда гра и его дополнение не содержат нечетных дырок (?). Дока-31

зана ранее высказанная гипотеза ( 2՝3 ): если критически несовершен
ный граф (Р-граф) О и его дополнение содержат неполную крити
ческую компоненту, то О — нечетная дырка или ее дополнение. Из
этого следует, что нижеприведенные утверждения равносильны ги
потезе Бержа.

С1. Граф б совершенный тогда и только тогда, когда критичес
кие компоненты любого подграфа полные.

С2. Граф б совершенный тогда и только тогда, когда для лю
бого подграфа б'С2б, где л(б')—число критических
компонент, а «(О7)—число независимости О'.

СЗ. Граф О совершенный тогда и только тогда, когда для лю
бого подграфа б'с՜ б Л(б7)^ о(б'), где а(б')—кликоматическое число 
б'.

Приведем необходимые определения и обозначения. Пусть 6 = 
= (!/', £)—обыкновенный конечный граф, а «(б), <р(б), х(б), о(б)—со
ответственно число независимости, плотность, хроматическое число и 
кликоматическое число. Граф О называется совершенным, если для 
любого подграфа б'с^б, у(б') = ^(б'). Из справедливости первой ги
потезы Бержа (4*5) следует что это определение равносильно выпол
нению условия: а(б')-=а(б'). О называется Р-графом (критически 
несовершенным), если ои несовершенный, но любой его подграф со
вершенный. Нечетной дыркой будем называть простой цикл нечет
ной длины ^5, который не содержит диагоналей. Ребро ц=(х, у) 
называется критическим, если а(б\п)>а(б). Обозначим через бл« 
= (!/,£), где £'£=£, подмножество всех критических ребер. Подграф 
графа б, порожденный множеством вершин компоненты связности 
графа б*, назовем критической компонентой (а). В работах (2',в՜8) 
изучаются свойства критических ребер и критических компонент в 
связи с совершенными графами.

В (2>л) сформулированы две гипотезы, которые вместе взятые 
равносильны гипотезе Бержа:

С1. Граф совершенный тогда и только тогда, когда критические 
компоненты любого подграфа полные.
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С11. Критические компоненты любого подграфа полные тогда и 
только тогда, когда, граф и его дополнение не содержат нечетных 
дырок.

В настоящей работе доказывается, что только С1 уже равно
сильна гипотезе Бержа. Для этого достаточно доказать следующую 
теорему:

Теорема 1. Если Р-граф О и его дополнение содержат 
неполные критические компоненты, то О или нечетная дырка, 
или ее дополнение.

До того как перейдем к доказательству этой теоремы, приве
дем известные основные свойства Р-графов, которые получены
работах (3՜10).

А1. Граф О и его дополнение б одновременно совершенные 
или несовершенные (первая гипотеза Бержа), и число вершин Р- 
графа Щ0)| = ։((7)?(С)-^1.

А2. В Р-графе вне произвольной клики () мощности <?(б) (<^- 
клика) есть точно одно независимое множество 5 мощности «(б) 
(«-независимое множество) такое, что 5Г|(?=0, и наоборот (10).

АЗ. Через каждое критическое ребро Р-графа проходит ф(6) — 
—1, ©-клик (3).

А4. Если число вершин в критической компоненте Р-графа 
«^<р(б), то эта компонента полная (полный граф). Любая критическая 
цепь длины <©((7) (состоящая из критических ребер) порождает 
полный подграф (;).

А5. В Р-графе не существует подмножество, содержащее
а(<7)+?(0') — 1 вершин, пересечение которого непусто с каждой 
ф-кликой и с каждым «-независимым множеством (е)

Переходим к доказательству теоремы 1. Пусть б Р-граф и его 
дополнение (1 содержит неполную критическую компоненту. Если 
а(б) = 2 или ^(6) — 2, то теорема верна, так что будем предполагать: 
а(б)>2, ?(б)>2.

Пусть а = а(б), ^ = ф(6), « = «(0), | = ?((/). Тогда а = <р, © = а. Если
Р-граф О содержит неполную критическую компоненту, то из свой
ства А4 следует, что существует критическая цепь длины а=<р, (т’п 
т>2), . • м ^а+1), все вершины которой смежны, кроме и ^а+ь 
Для каждого критического ребра (^,^+1) существует независимое 
множество |^,/+1| = а—1 такое, что и 1}
«-независимые множества. Исходя из свойств Р-графа, нетрудно 
убедиться, что 512, ..., 5«,а-И попарно не пересекаются и У(О) = 

а _
={ и +1} Д {Т’1, ^2, . . >, Г’а, ( )•1 = 1

Из свойства АЗ следует, что существует единственная ©-клика 
С), которая содержит вершины И|+ь . и не содержит вершины

VI. Очевидно, что единственное «-независимое множество вне 
совпадает с 5\-,/4-1Д{,у,}. Точно так же «-независимое множество 

вне б, .... {^+ь .... 1>а+1}Д<2=0 является 5/,н-։ Д{^+1}.
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Вершину V в О назовем типа 4,4-М, если
Пусть (й,1+1, 4=1,2,..., а, полные подграфы В О, соответствующие 
независимым множествам 5/./+1 в (/, ребро (^,^4.1) критическое, 
51<в+1 = {'У1, ..., тМ, вершины т/а-, -и/+։ не смежны для 4=1, . . а, вер- 
шина т>։- с <?,./+։ и вершина г»/+1 с <?,,/+] образуют Ф-клику. С также 
содержит неполную критическую компоненту, значит, содержит кри
тическую цепь (441։ 442), ..., (и?. Иср-н) длины ф. Для любого критичес
кого ребра (44/, Ц(41), 4=1,2,..., ф, в силу АЗ, не может быть, что
бы 4/^РлЛ+1, 44; + 1ё(2лл+111{^Л, ^+։}, так как 44/(/Л,*-М □ {М» 44/£ 

1 и
Из свойства А4 следует, что если вершина то

р=1, ? = <?+!, для любого 7=1,2, ...» а. В противном случае верши
ны V и 7'74-1 связаны критической цепью длины <Тр, и они должны 
быть смежными в силу А4. Если вершины и 7^1 принадлежат 
критической цепи (и^ и2, ...» 44тд.]), то критическая цепь проходит 
через все вершины {}и{^/д-1}-

Значит, могут быть три случая:
1) критическая цепь состоит из вершины т?у, части из и

части Р;./4֊1;
2) критическая цепь совпадает с подграфом С*, порожденным 

вершинами {^/ЮФлу-мСКЧи-։};
3) критическая цепь проходит через ребро (^, ^«ш).
Пусть 5/,/4-1 —независимое множество из (я — 1) вершин, соответ

ствующее критическому ребру (44/, и/+1), 4—1,2........ф. Тогда ясно,
что 9у,у-1 для любого /=!,..., а содержат вершины всех типов, 
кроме вершины одного типа.

Случай 1. Пусть 44Л=иу, £=М, <р+1 и /=/=1, «+1. Пусть х& 
С0<-1.։, 4 = 2, ..., / —1 вершины типа к— 1, £, а у/СС?/./-н, /«/4-1, ••.,я 
вершины типа к, &4-1. Не нарушая общность можно предполагать, 
что Сл/4-1^{мл+1...... 44?+1} (в противном случае (?/-1,/=/={44։, ..., 44Л-1}).
Легко можно показать, что а-независимое множество вне <р-клики 
С2У-1,Уи{Ч/} есть •••, 44Л+ь у7+1, ..., у«}, а вне ф-клики
<?л/+1 и{^у есть {х3, ..., Ху_1, 44А-1,<г/у+1, ..., Берем Р={ик> х2......
Лу-ьУу-Н........•••. «ф+ОХ гДе если
У^>2, и г'=уа-. ], если Ясно, что |Р|«=я4-?~1. а-независимое 
множество 5 в 6\Р не может быть вне Ру-ь./Ш'1'/} или вне Ру,у+1С1 
и^;}. Значит, 5 содержит одну вершину из и из
п* + 1, ...» 44^1, что невозможно. Ф-клика (] в О\Р не может совпа
дать с (Уу-ьуСД^;} или с 9/.;: 1и{т'/}- Следовательно, она должна 
содержать вершину из ^у+1, ..., ^«4.1 и из 7^, ..., т/у_1, значит, {^1։

что опять невозможно. Аналогичным образом доказывается 
случай 2.

Случай 3. Пусть ^ = 44*, 7^4] = и^\. Рассмотрим граф С. В нем 
множества {т\, ..., 7>в+1} и {44р ..., 44т+|} ‘Меняются ролями, и теперь 
уже {т,1։ ..., 7>в+1} критическая цепь, которая не проходит через кри- 
тическое ребро (и2, 4/^+1). Так как 0՝ тоже типа Р, то этот случай 
мы уже рассматривали. Теорема 1 полностью доказана.
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Нетрудно убедиться, что теорема 1 является обобщением тео
ремы, приведенной в (9). Из теоремы 1 следует.

'Ге о рема 2. Утверждение С1 равносильно гипотезе Бержа. 
Покажем, что С2 и СЗ тоже равносильны гипотезе Бержа.

Теорема 3. С2 равносильно гипотезе Бержа.
Из справедливости гипотезы Бержа следует С2, так как из ус

ловия О'оО, Ь(О')^>7.(С/') следует, что 6 не содержит нечетных ды
рок и их дополнения. Предположим, что Р-граф не содержит нечет
ных дырок и их дополнения. Тогда, согласно теореме 1, или &((?)> 

или /?((7)>-а(О). Так как О является Р-графом, то для любо
го /?(6')^а((7') и £(6')^а(0'), но это противоречит С2.

Теорема 4. СЗ равносильно гипотезе Бержа.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.
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1։եոժի հիպոթեզի մասին
Հոդվածում ուսումնասիրվում են կատարյալ գրաֆները' կապված ք՝ հր d ի

ումԼղ Հիպոթեզի հետ' գրաֆը կատարյալ է այն և միայն այն դեպքում, երբ 
գրաֆը և նրա լրացումը լեն պարունակում կենտ խոռոչներ։ Ապա ցուցված է 
ն ախկինում ձևակերպված Հետևյալ 
ս։ ա ր յա լ Q- գրաֆը և նրա լրաց ո ւմ ր

Հիպոթեզը' եթե կրիտիկական Ոչ կա֊
պարունակում են ոչ ԼՐՒ1Լ կրիտիկական

կ ո մ պ ոն են տ, ապա (j ֊ն կամ կենտ խոռոչ է, կամ կենտ խոռոչի լրացում։
Այստեղից հետևում է, որ հետևյալ պնդումները համ արլ/ եր են Բերմի հի
պոթեզին։

/. (յ-գրաֆը կատարյալ է այն և միայն այն դեպքում, երբ նրա կամա/ա֊ 
կան ենթագրաֆի կրիտիկական կոմպոնենտները յրիվ են։

2» (յ-գրաֆր կատար յա լ է այն և միայն ալն դեպքում, երբ 0-ի կա֊ 
մալական (յ՛ են թագրաֆի համար, I ) >7.(6/ ), որտեղ հ(Օ']*ը 6ձ '՛գրաֆի 
կրիտիկական կոմպոնենտների թիվն է, իսկ &((/ )~ր 6յ՚-ի անկախության 
թիւ/ն է։

3» (յ֊գրաֆր կատարյալ է տլն և միայն ալն դեպքում, երբ Ը֊ի կա֊ 
մ ալական 0 են [ծ աղր աֆ ի Համար, ձ( 6/)^'7(6/'), որտեղ օ՛-գրաֆի
ծածկույթ ի թիվն էւ
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