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Субконструктивная логика

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 28/11 1987)

В традиционной концепции конструктивной реализуемости (’) для 
построения объектов, содержащих в себе информацию о реализуемости 
логико-арифметических формул, используется достаточно богатый за
пас алгорифмических средств (например, любые частично-рекурсив
ные функции). Однако наряду с понятиями вычислимости, основан
ными на рассмотрении максимально широких классов алгорифмов, 
существенное значение имеют также и иные понятия вычислимости, 
где на используемые алгорифмические средства накладываются те или 
иные ограничения; таково, например, понятие вычислимости с полино
миально ограниченным временем, охватывающее, в соответствии с те
зисом Эдмондса (2), любые так называемые «эффективные» или «бес- 
переборные» алгорифмы.

Основной целью дальнейшего изложения является исследование 
вводимого ниже понятия реализуемости логико-арифметических фор
мул, основанного на рассмотрении более узких классов алгорифмов по 
сравнению с упомянутым выше понятием С. К. Клини. Оказывается,
что при таком рассмотрении получается логическая система, отлича
ющаяся от традиционной конструктивной логики.

Из технических соображений за основу в дальнейшем берется по
нятие словарной рекурсивной функции (3).

Рассматривается алфавитная нумерация слов в алфавите {0, 1} 
((3), § 11), причем слова и их номера иногда отождествляются. Будем 
отождествлять иногда словарные функции и представляющие их 
арифметические функции. Употребляемые ниже функции о0(х) и з1(х)— 
одноместные словарные функции, добавляющие в конце слова х бук-
вы 0 и 1 соответственно.

Определение 1 (ср. (зл)). Если а—«-местная словарная 
функция, ср и ф — («ф-2)-местные словарные функции, 7 —(« + ^֊мест
ная словарная функция, го говорим, что (^4՜!/местная словарная
функция ք получается из функций11 а, Ф, Հ с помощью операции
ограниченной словарной рекурсии, если при любых значениях ....

У
Дх1% ,.хл, 0) = тп1(я(л'1։ • •А'.,), 7 (А, ..., хПу 0));
/(ар ...» о0(у)) = т1п(<р(х1, ..., л'л, у./(Аг ...» хПу у)), 7Ա\, ..., л„, з0(у)));
ЛА'п Ал, 31(у)) = П11п(ф(Х1, ..., Л'л, У»/(А1։ .... у)), '[(л'р ..., ХПУ ^(у)))-



Определение 2. Допустимым классом называется любой класс 
примитивно-рекурсивных словарных функций, замкнутый относитель
но операции суперпозиции и операции ограниченной словарной рекур
сии, содержащий функции 4֊, —, $£, функции, нумерующие па
ры г, /, г, функции з0 и и имеющий универсальную словарную 
рекурсивную функцию.

Говорим, что арифметический предикат Р принадлежит допусти
мому классу £2, если его характеристическая функция принадлежит 
а.

Допустимыми классами являются, например, класс всех прими
тивно-рекурсивных функций, классы Еп А. Гжегорчика при п^2 (в), 
а также аналогичные классы П " при п^2, основанные на ограни
ченной словарной рекурсии

Заметим, что любой допустимый класс для любого натурально
го числа п содержит функции, нумерующие п-членные наборы г/։, 

. • •, спл ((3), §3).
Введем логико-арифметический язык ЬАя на основе какого-либо 

фиксированного допустимого класса £2. В этом языке термы опреде
ляются обычным образом (при этом предполагаем, что в языке име
ются функциональные символы для всех функций из £2). Формулы 
определяются обычным образом на основе предикатных символов 
для всех предикатов из £2 (в частности, для =, <4, логических
символов &, \/» V, ?1 и, кроме того, символов для дополни
тельно вводимых логических операций Уг и о.-, где г —произволь
ный непустой список различных предметных переменных; порождаю
щие правила для этих операций вводятся следующим образом: если 
Л и В формулы, то Уг(Л) (сокращенно VхА) и (А^;В) (сокращенно 
А^>гВ) также формулы. Отметим, что формулы вида УхУуЛ и Уху Л 
не отождествляются друг с другом.

Понятия свободной и связанной переменной для формул, не име
ющих вида А^ХВ и УгЛ, где г —непустой набор различных перемен
ных, определяется обычным образом, а для формул АтьВ и УгЛ 
свободными являются только те переменные, входящие в Л или в В 
(или, соответственно, в Л), которые не встречаются в списке пере
менных набора г.

Через АЛ обозначим логико-арифметический язык, вводимый 
так же, как в (*)» но с функциональными и предикатными символа
ми для всех примитивно-рекурсивных функций и предикатов, а так
же для двухместной общерекурсивной ункции, универсальной для
класса одно лестных примитивно-рекурсивных функций.

Определение 3. Пусть £2 —некоторый допустимый класс, 
и՝2—универсальная функция класса £2. Формула еР^А языка АЛ, где 
Л—формула языка £Л2, ^--переменная, не входящая в Л (читается: 
„натуральное число е реализует формулу А относительно допусти
мого класса £2“), определяется индукцией по построению А следую
щим образом:

(1) если Л-֊элементарная формула, то еЦ^А есть е = 0&Л;
(II) еР,(А&В) есть (/(^)/?..ЛВ)\
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(Ill) eR2(A\/B) есть (l(e)=O&r(e)R2A)\/(l(e) = \&r(e)R2B)\
(IV) если z—набор (возможно, пустой) переменных {х։, 

то eR2(A^zB) есть VxVх1 ... Ухл|х/?2ДоЩ^ Gi+i(x, х1։ . .
Xn))R<2B\\

(V) е/?о("]Д) есть е/?2(Лгз1=0);
(VI) если z—непустой набор переменных {хп ..., хп}, то eR^VzA 

есть Vxj... Ухп1Л(е, cn(xv ..xn))RQA\
(Vil) если х—переменная, то eR2'S.xA(x) есть l(e)R2A(г(е)). ՝ 
Определение 4. Замкнутая формула А языка LA2 называет

ся Q-реализуемой, если существует натуральное число е такое, что 
формула eRuA реализуема в смысле38 С. К. Клини (։). Если z—набор
всех свободных переменных формулы А языка LA-2, то А называется 
й-реализуемой, если Й —реализуемая формула Vz<4; (поскольку су
ществуют различные толкования определения реализуемости по С. К. 
Клини (’•’), мы принимаем, что каждое толкование этого опреде
ления порождает соответствующее толкование введенного здесь оп
ределения; для дальнейшего изложения различия в этих толкованиях 
не будут иметь значения)

Естественным образом вводится язык LP исчисления предикатов 
с функциональными символами (но без равенства), в котором к 
обычному списку логических операций добавлены операции вида Oz 
и Vz, где z—любой список попарно различных предметных перемен
ных.

Определим теперь исчисление SC в рассматриваемом логичес
ком языке LP.

Схемы логических аксиом исчисления SC.
SCI.
SC2. (Л&В)эМ
SC3. (А&.В)-2>УВ
SC4. А^У(А\/В)
SC5. В^>у(А\/В)
SC6. ((4&B)Z)„,C)DvMZ),(BZ?uC))
SC7. (4оДВо„(СО«0)))Зу((Д&В)Эго(СЭ;.0))
SC8. (A~\(B^zC))Zjy((A&B)^uvVzC)
SC4. ((А~^В)&(В^гС))^у(А^гС)
SC10. ((А^гВ)&(А^гС))Эу(.А^,(В&С))
SCI], ((А^С)&(ВЭгС))-Эу((А\/В)-гС)
SCV2. (Az>«B)Z>yVz(XljuB)
SC\3. ((А&.В) Dz„C) Dv(( VzA&VzB) ^uVzC)
SCI4. ((Д&В)ЭжиС)Эу((Д&ЯхВ)ЭаахС)
SC15. (VzA&(A^zS))DyVzB
SC16. (A&VzB)Z>yVz(A&B)
SC17. VzuvwA'ZiyVzvu'wA
SC\8. VzuA^)yVzVuA
SC19. (X(a)D։uB(«)))D.-B(O)
SC20. Л(/)ЭуИхД(х)
SC21. Ул-(ПД)3)уП(МхЛ) ■
SC22. (4r>B)&(AO"|B)Z)y՜!^
SC23. (("1^)&Д)ЭуВ



5С24. (Л&(В\/С))П).((Д&В)\/(Л&С))
5025. (Лэ„В)Эу(ДЭигВ)
5С26 (Лэги^ыВ)^)У(А^X141IV В)
5С27. гАхА^уА
5С28. АОуУгУ

Правила вывода

5С29. УхА(г)
А(0

5С30. —-—
Я՜?., А

5С31. Уз А,
УгВ

X

В приведенных схемах логических аксиом и правилах вывода 
предполагается, что в 5С6, ЗС7 набор и не содержит переменных, 
входящих свободно в А; в 5С8 набор V не содержит переменных, 
входящих свободно в А; в 5С14 переменная х не входит в А; в 
5С15 множество свободных переменных А и В непусто, г—любой не
пустой набор свободных переменных А и В\ в 5С16 набор г не со
держит переменных, входящих свободно в А; в 5С19 /—набор тер
мов (/=(/Р . ./т))« и — набор переменных (/;=(«ь ..., ит)) и допус
тима подстановка /, вместо «/ в формулу А(//)^г5(и) (I — 1, .. ., т)\ 
в 5С20 /—терм; в 5С25 набор г не содержит переменных, входящих 
свободно в А или в В; в 8С27 переменная х не входит свободно в 
А; в 5С28 набор г не содержит переменных, входящих свободно в 
А; в 5629 г—набор всех свободных переменных А(г), I—набор тер
мов, подставляемых на соответствующие места переменных набора 
г\ в 5С31 набор переменных г непуст, если А и В имеют свободные 
переменные. В остальных схемах А, В, С—произвольные формулы, 
у, г, //, V, тл) — произвольные наборы переменных, не имеющие общих 
элементов.

Понятия вывода и выводимой формулы определяются обычным 
образом. Подстановка формул языка ЛА-? в формулу языка 1.Р вмес
то элементарных формул, а также допустимость это։։ подстановки 
определяются естественным образом.

Теорема 1. Если А—формула, выводимая в 56, О—допусти՝ 
мый класс и формула В языка ЬАЛ получается из А посредством 
допустимой подстановки формул языка ЬА> вместо элементар
ных формул, входящих в А, то формула В реализуема.

Следующая теорема показывает специфику введенного аппарата 
по сравнению с аппаратом традиционной конструктивной логики.

Пусть П —класс арифметических функций, вычислимых за поли
номиальное время. Ясно, что 11—допустимый класс. Пусть р—трех
местный предикатный символ в языке ЛАп. соответствующий преди
кату у-'=г (ясно, что этот предикат принадлежит классу П, несмотря 
на то, что показательная функция не принадлежит П).

Предполагаем, что выбрана некоторая .естественная14 универ
сальная функция для П (например, на основе машин Тьюринга, 
так же, как в (10).

Теорема 2. (1) Формула VхУуУгр(х, у, г) \\-реализуема; 
(11) Формулы УуУхЯгр(х, у, г) и Уху'Агр(д*, у, г) не \А-реализуемы.

Метод доказательства. (1) Используя аналог теоремы
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ХХ111 из (’) (см. ('), с. 305. а также ( ։<>)), можно показать что су
ществует натуральное число е, такое, что ип(Оп(е, х), у)=С(0, уг). 
1огда можно показать, что число в П — реализует формулу 
УхУуЛгр(х, у, г).

(11) Легко видеть, что не существует натуральных чисел ег и 
е2 таких, что Սս(Լ/^ у), х) = С(0, у'); ձ/ռ(ժ2, С(х, у)) = С(0, у').

Поэтому формулы УуУхУгр(л, у, г) и УхуЭг.р(х, у, г) не П— 
реализуемы.

Следствие. Формулы Ух¥уР(х, у)2иУуУлР(х, у) и 
\ х¥уР(х, у) \ хуР(х, у), где Р—двухместный предикатный сим
вол, не выводимы в ՏՇ.

Вычислительный центр Академии наук и 
Ереванского государственного университета

Ս. Դ. ՂԱՐԱԴհՐԱԿՅԱՆ

Ullipl|llbuinrnil|U) իւ] արա մաթանություն

Ուսումնասիրվում է տրամաբանաթվաբանական բանաձևերի իրա գն ելիոլ- 
թյան գաղափարը, որը նման է Ս. Ս. Կ լին ի ի սահմանմանը, սակայն հիմ֊ 
նըված է ալգորիթմների ավելի նեղ ղասերի վրա: Սառուցվում է այգպի սի 
իրացնելիության վր ա հիմնված տրամաբանական համակարգ, ապացուց
վում Լ այւլ համակարգի բովանդակալի անհակ աս ականութ (ան թեորեմր և 
ցույց է տրվում, որ նշված տրամաբանական համակարգը տարրեովում / 
ավանդական կոնստրուկտիվ տրամ ա բան ութ յուն ի ց։ Մ ա սն ա վո ր ա ւգ ե ս , այգ 
համակարգում չի արտ ածվում V XX yl (.V, )') \ y\' X|ՀX, \') ըանա<\ևր , որտեղ

երկու տ ե ղ ան ի պրեդ իկաաա յին նշան է է
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