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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. Н. Акопян

О передаче нагрузки от неоднородной полубесконечной накладки к 
упругой полуплоскости

Рассмотрена контактная задача, когда упругая полуплоскость по 
своей границе усилена неоднородной частного типа полубесконечной 
накладкой. Случай однородной накладки рассмотрен в известной ра
боте Койтера (]) и в других работах, приведенных в (2). Общий слу
чай неоднородности накладки рассмотрен в монографии (3), где за
дача сведена к интегральному уравнению Фредгольма, разрешаемому 
методом последовательных приближений.

В настоящей работе методом, описанным в С1), построено замкну
тое решение указанной задачи в частном случае, когда модуль упру
гости накладки по ее длине изменяется по степенному закону.

1. Пусть упругая полуплоскость, находящаяся в обобщенном плос
ком напряженном состоянии, с модулем упругости Е., и коэффициентом 
Пуассона г, по своей границе у=0 усилена неоднородной полубеско
нечной накладкой малой высоты /; с упругими характеристиками и 
А$(х). загруженной на своем конце сосредоточенной силой. Предпола
гается, как и в работах 0 3), что накладка рассматривается как од
номерный упругий континуум.

Требуется определить закон распределения касательных контакт
ных напряжений под накладкой, коэффициент их интенсивности на ее 
конце, а также закон распределения осевых напряжений в ней, когда 
модуль ее упругости изменяется по степенному закону.

Решение сформулированной задачи сводится к решению следую
щего интегродифференциального уравнения (3):

(1.1)

(0<х<ос)

где х_(л) —неизвестные контактные напряжения, площадь 
речного сечения накладки, (1—ее ширина, а Е5(х) — Е\ • Е(х).

Поскольку осевые деформации накладки на бесконечности

чопе-

исче-
зают, то придем к условию

(1.2)
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Далее, следуя работам (1<3), введем безразмерные величины

после чего уравнение (1.1) примет вид
ос

=0; (0<Т<оо), (1.3)40^-1

а условие (1,2)—вид

(1.4)

2. В дальнейшем положим )*(£)=£-’( — 1<а<1/2). Тогда замкну
тое решение уравнения (1.3) при условии (1 4), как в (т), можно по
строить при помощи интегрального преобразования Меллин'а. С этой 
целью введем в рассмотрение это преобразование:

•/
о

и в соответствии с ним обе части уравнения (1.3) умножим на и 
проинтегрируем от с=0 до После некоторых операций, исполь
зуя результаты (*), получим следующее разностное функциональное 
уравнение:

Л>(51՜ 1 а)ф2($ —а)с1£~5Г0(л) О, (2.1)

которое, согласно (1.4), должно рассматриваться при условии

Тс(1)^1. (2.2)

Для обоснования указанных операций, приводящих к уравнению (2.1), 
на функцию "֊(а՜) должны быть наложены известные ограничения (’), 
которые полностью укладываются в общую рамку предположений, 
принятых в плоской теории упругости С).

11а основании этих предположений можно показать, что урав
нение (2.1) имеет место в полосе регулярности 0<^<С^е^<^1 • ^ак и 
в (1), легко доказать, что функция То($) регулярна в более широкой 
полосе Ь<Рех<2 —а.

Приступим к решению (2.1). С этой целью положим

То($)=~2[2(1 -а)]<5-1"<։ -»>Г ]

Тогда (2.1) преобразуется в уравнение
Г(х+1 -։) 4-с1д| «х/2( 1 -։) Нй-тх Г(х )=0, 

а условие (2.2) —в условие

(2.4)

(2.5)
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Теперь введем логарифмическую производную от функции У($), т. е. 
обозначим %($)= У"($)/Ч5)- Тогда уравнение (2.4) сводится к сле
дующему разностному уравнению с постоянными коэффициентами;

Х($4֊1 -а)-Л($)=-2к !----- -------- 1---------------!----------------
I sin2rcs 2(1—a)sln [kS/(1—a)

(2.6)

которое имеет место в полосе регулярности —а-
Замкнутое решение (2.6) строится при помощи двустороннего 

преобразования Лапласа и имеет вид

(2.7)

Z7(w) = 2^Z
^(l-a)W

1 __£(l-o)W (^<Res<l—a).

Далее, определяя функцию У($) и используя (2.5), для То($) полу
чим следующее выражение;

T0(s)= |2(1 —a)
Sin[ тг/2( 1 —a) ] 

sin [*s/2(l — «)]
ехр

s
A'(s) ds

r ■

I

(2.8)

После чего легко определить контактные напряжения по формуле 
обратного преобразования Меллина

т(х) (0<7><с<2-а). (2.9)

Отметим, что в общем случае определить функцию /¥($) в яв
ном виде не удается. Но во многих частных случаях показателя а 
легко можно определить эту функцию и получить для контактных 
напряжений довольно простые расчетные формулы. А именно, при 
<7=1/4, —1/2 для функций ✓¥($), Т0(з) и т(х), соответственно, полу
чаются следующие простые выражения;

sin2rs cos2~s 3sln (4~ s/3)
4cos(4-s/3) | 

sin4rc$ I’

7՝0(s) = —(3/2)1(5”1)/3-’/2 Г(4$/3—l/3)sin(4^s/3) 
costts slnn( 1/4—s)

фс)= -= /б Го (3/2)<4*+W(4*+2/3) Го (3/2)4(Л+1)-3/2(4/?+3)!

2 Йо (3/2)4*֊1'2 (4Хг)!

2|/2 дсЗЛ+1/4
~2~ йо(3/2)4*+։'3 Г(4 ЛН-5/3) (0<х<ос)

-(1 - 1п(2/3))------1пх+’И4*+2)+
/б 9/2

лз*+1/2

(3/2)4‘+3(4^+1)1
1п(2/3)+1пх)֊
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2ф(46+3) ------ - --------------
(3/2)«+3(4А+2)!

2к 2+3cos(27ts/3)+cos(4ks/3)
§ln2ir$

W = ֊ ~ (3)^֊։>/ЗГ(25/3- 1 /3) ?1ո(2՜տ/3) ;
“ з cosirs

r(x)= У (~')^3*՜1/2 _ 2(-1)»*3*-ւ
Йо 32*+3/« Г(26+1/3) ՜՜ Й1 32*~1/2(2Л—1)1

“ (-1 )*хЗ*+УЗ , 21пЗ—я/2—21пх “ (-1 ^хза+'/з
Йо 32А+з/2(2£)! 24к քէս 32*(2*)1

(—1)4(26+1) 
32*+‘(26)!

(0<х<оо)

где ф(х)~известная пси-функция Эйлера.
В случае же а = 1/2 из (2.3) сразу находим

То($)=—2Г(2$—1 )/COS"S,
а для контактных напряжений будем иметь

sin(fx)-cos(/x)lnx+y —1Հ.426 1)XJ (o<x<oo) 
Йо (26)! )
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Վ. Ն. ՀԱԿՈԲՅԱՆ

Առաձգական կհսահարթութ յանը անհամասեո. կէսաանվերջ վերադիրից 
փոխանցման մաս էն

ո ։ժ |ւ 
i

Դիտարկված է առաձգական կի սա\ արթո լթյան և ան^ամասեռ կիսատն֊ 
վերջ վերադիրի կոնտակտային փոխազդեցության խնդիրը, երբ վերադիրի 
առաձգական մոդուլը փոխվում է աստիճանային օրենքով։

Օգտվելով Մ ե լին ի ձևափոխությունից խնդրի բնութագրիչ ինտեգրոգի֊ 
ֆերենցիալ հավասարումը բերված Լ տարբերութ յան ֆունկցիոնալ բավա

րարման և կաոուցված է u,irl >ավսւսարման փակ լուծումը։

f
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