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Статья посвящена изложению некоторых результатов конструк­
тивной теории синтеза неприводимых полиномов над полем Галуа. 
Идейно она тесно связана с работами Р. Р. Варшамова, и поэтому 
все определения и обозначения взяты из (՛).

Пусть поле Галуа порядка д=р\ $) =
п / тп \и

= V аи( У Ьсх(11'+* ) —оператор, областью определения которого яв- 
\г=0 /

т
ляются полиномы Д'(Х) = У Ьг,х1'

у*=0
с коэффициентами

Ьг£ОР(д) и г>1, соответственно, о—произвольный элемент
С1Р(дг).

Будем говорить, что степень элемента а над полем 6Г(д) равна 
к, или же и. является собственным элементом поля если

и где б/—любой собственный делитель /?, В этом
случае пишется д,е£(1(ь)^Ь.

В работе рассматриваются только нормированные полиномы, т. е, 
полиномы, старший коэффициент которых равен единице.

Теорема 1. Пусть (гп, дт-\) = 1, ^(х)#=х-1 примитивный 
над полем полином степени т, /(х)—неприводимый над по­
лем ОР(дг) полином степени п, ^(^(х), 0)=/?(х)(тос1 /(*)) и ф(х)=

Л~ Տ ՚Խ -нетривиальное решение сравнения
«=о

ЛУ Ф„(/?(х))“е£0(то<1/(х))

Тогда полиномы Ф(х) и Л(х)=(/(х))“1з^(^(х), 0) степени п и 
1) соответственно неприводимы над полем С/Р(дг).

Доказательство. При я=1 доказательство теоремы следует 
из (*). Поэтому докажем ее для п>\.

Согласно (2) полином Л/(х)=х~1^(^(х), 0) неприводим над полем 
&Р(д). Так как (гп, дт—1)=1, то из работы (3) следует, что полином 
Н(х) неприводим также и над полем (1Р(дгп). Пусть а—корень /(х), 
т. е. /(а) = 0, тогда среди коэффициентов полинома А/(х—а)=А(х)= 

?т֊1
= 5 согласно (4), поскольку л>1, найдется хотя бы один

ц—0
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коэффициент такой, что бе£<7'(Лм)=/г(г/ =0, дт — 2). Если одновременно 
0 этим учесть также следующую легко доказываемую формулу 

<7^-1 ______
№}(х)— Н(х—ач )=2 №ит‘'х\ где Ьц (и=0, цт— 1) коэффициенты по* п«=0

в- 1
линома /г(х), то согласно (3) полином Л(х) = П Л£'(х) будет неприво* 

г/^0
димым над полем С?Л(7Г). Поэтому

Р—1 / /т \пГ1,\ л—л
П ( ^Лё(х), 0)-( V Ь^гу )= П (х-а’п')А<">(х)=/(л)Л(х). (1)

т
Покажем теперь, что V Ьг,^ =р является собственным элеменч 

г=0
том поля СгР(дгп). Допустим противное, а именно предположим, чтд
максимальная степень элемента р над полем СТ(дг) 

где г?—собственный делитель п, Тогда

равна б/,

л=0
= (Ф(х))* (п=сИг, £>1). следовательно, согласно (1) будем иметь 

0))*=/(х)Л(х). Но поскольку полиномы /(х) и Т(х) не* 
приводимы, то имеем /?=2 и п=п(дгп—1), что невозможно. Значит, 3 
является собственным элементом поля ОР(дгп), что в свою очередь

устанавливает неприводимость полинома ф(х)=?2 (х-^г“) над полем 
м=0

Таким образом, в силу (I) полином Р(х) = (/(х))~Ч(<з^(£(х), 0)) 
будет неприводим над полем ОР(дг)>

Нетрудно убедиться, что ф(/?(х))֊0(и»ос1/(х)) или

У фи(г?(х))м=0(тос1/(х)), 
//—0

(2)

где фы(а = 0,/г) являются нетривиальным решением (2) и з*(£(х),0) = 
֊֊/?(х)(тоб/(х))э что и требовалось доказать.

Гя'Чт /)] ______
Следствие. Пусть />лм4./(/-=-1, я —1) и пусть кроме

п^О

того для некоторого I, 0, я7=0(/ • 1)0'՛ = 1, п—1). Тогда много­
член Л(х) = (/(х))~1/(ц~1а^(^(х), 0)) неприводим над полем ОИ(дг)-

В дальнейшем нам будет полезным преобразование Варшамова.
Теорема 2. Пусть дп^>2, /(х)—примитивный над полем 

6Г(д) полином степени п, р и ^—произвольные элементы поля 
ОП(д) такие, что ЗЦ-^^О, /?(х) =/((3+;)х-г 1), /?*(х)=хггЛ( 1/х). Тог­
да полином /=՝(х)=(х—т)'։/((х—т)-1(х<?л + Р))(Л*(х—7))"1-- степени 
п(дп — \) не будет разлагаться над полем ОТ(д). • ' ■

Доказательство. Пусть а —корень уравнения /(х) —0. Тогда, 
учитывая неприводимость полинома ./(х) в поле СТ(д)< мы получим 
соотношение

|/и-0

(3)
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Заменив в (3) х на (х—7) + и умнржив @Г9 обе части
НД (Я-?)՞, получим;

л-1
(л-7)"/((х- 7)-»(^Ч?))= П (^'’-Л+р+Л (4)

//=0

Так как д11Т>2 и элемент а'7" примитивен в поле ОР(дп), то сог­
ласно теореме Диксона (8) каждый из полиномов х^-а^хЧ- 3 4- *(али 
является произведением линейного множителя на неприводимый в 
поле ОР(дп) полином степени дп— 1. Заметим, что в поле ОР(дп) 
легко найти корень полинома хчп—Действительно, если 
Ш_СР(Чп), то (и — 0, /г—1), и поэтому Г) = 8-|֊7а?и в
том и только том случае, если Стало быть х^ —

4֊ 7а^ = (х-0<?и)(х^-1+е‘7',х'?'։-3+92^гх^п^3+ , ., + 9(<?л-2^их4- 
4-1 — а(/") = (х—0<111)Суи)(х), где и = 0, п—1.

Из (4) непосредственно вытекает выражение

(х֊-7)у((х~т)-֊1(х^ 4 Р))= П1 (х-9«“)(?<“>(х).
и=0

Как легко показать, каждый из полиномов (Уи)(х) имеет хотя бы 
один коэффициент, являющийся собственным элементом поля 6Р(дп), 

л —1 
поэтому из работы (3) следует неприводимость полинома П (?(ц) (х) 

м=0

над полем ОР(д).
Таким образом, исходя из того, что 9 является собственным 

элементом поля ОР(дп), мы получим (х—7)п/((х—;)“1(х'/П4-?)) = 
= //(х)Л(х). 

л-1
Покажем теперь, что П (х — 9'7")—Н(х) = А*(х—7). Действитель- 

«= о
но, (р4֊7)(а^"—1)-1Ч֊7, и так как (Р4֊7> Ч^՛1— 1) является корнем 
полинома /г(х)=/((Р4֊7)х4֊1), то согласно (н) (₽4-т)(а<7 — О՜1 будет 
корнем Л*(х), а, следовательно, О'7"—корень полинома /г*(х—7). Тео­
рема доказана.

Теорема 3. Пусть <?>2, (/г, д—1) = 1. /(х)—неприводимый над 
полем ОР(д) полином степени п> 0—примитивный элемент поля 
Т։Т\д\ произвольный элемент СЛ(^), а*(х—9, 0)=/?(х)(тпо(1 Дх)) и 

п 
б(х)= у Ф„хи, где фн—нетривиальное решение сравнения 

и=-0

п
у Фи(/?(х))а=0(тос1/(х)).
и—0

Тогда полином 6(х) степени п, а также полином 
1)՝1))-М(х—6, 5) степени п(д—\) неприводимы в поле ОР(д)-

Доказательство. Для п=1 доказательство теоремы непос 
редственно следует из (5). Поэтому докажем ее для я^>1.

. Действительно, по теореме Диксона. ( к). полином х^ 9х^а-
’ “ ‘ ..֊о

161



=(х—В)ф(х), где ф(х)=^ ^-'֊"х" —В, (Р=8(9—I)-1). Так как (п,д~ 
Ц—О

-1)®1, то согласно (3) полином (?(х) неприводим также и над полем
ОР(дп). Пусть а—корень /(х), тогда среди коэ ։»1«» ициентов полиномаI 1

Г г
<7-1

ф(х—7)=Л(х)= V Нг.х1' согласно (4), поскольку л>1, найдется хотя 
г »0

бы один коэффициент такой, что 2). Если одно­
временно с этим учесть также и следующую легко доказываемую 

<7—1 _______
формулу А(и)(х)=(2(х = 2 где Аг(т)=-0, <7 - 1) коэффициен-

г—О

ты полинома А(х), то согласно (а) будет вытекать неприводимость 
л—1

полинома Р(х)— П ^(//)(х) над СР(д), а поэтому

л—1 л—1
п (*;(л-б, 8)-(а’-е<х)’и) = П (х-(а+?)«")/г<">(х).
// = 0 И=0

Дальнейшие рассуждения аналогичны доказательству теоремы 1.
Теорема 4. Пусть (п, р)=Л, /(<) -неприводимый над 6Р(д) 

полином степени п, х^+рхЦ-б — произвольный неприводимый над 
п

полем 0Р(д) полином, х^-}֊рх=/?(х)(тос1/(х)) и ф(х)= V фцх", где 
и=0

Ф« — нетривиальное решение сравнения

Л

2 %(/?(х))“=С(п1<х1./(х)). (5)
п=0

Гогда полином ф(х) степени п и полином ф(х^+рх4-8) степе­
ни рп неприводимы над полем 6Р(д).

Доказательство. Сначала докажем теорему для случая 
п — \. Учитывая, что х^ + рх = (х Ы)(х'’՜1—^хр-2+ .. . -ф(— т)°-2х-р 

где имеем: (/?(х))°*1, /?(х)=֊7(₽+
Ч-т^՜1). Согласно сравнению (5) коэффициенты ф(х) будут иметь вид: 
Ф,«1 и ф0=7(?+7р՜1)» следовательно ф(х) = х4֊7(3-|֊-^-1). Таким обра­
зом, ф(х^-фрх-фо) =(х+7)р֊гР(х+7)4-£. Однако последний полином 
неприводим над полем СР(д) по условию теоремы.

Рассмотрим теперь случай, когда л>1.Так как полином х^ + рхЧ-й 
неприводим над полем ИР(д), то согласно (3) он неприводим также 
и над полем СР(дп).

Пусть а—корень /(х). Тогда согласно (4), поскольку /£>1, х^-ф- 
-Фрх—(а^Ч-Р^.—о) неприводим над полем СР(дп) и а/’-рра является 
собственным элементом поля СР(дп). Следовательно, полином

•}(*) = П (х-(։Ч-?«)’“)
и =^0

(6)

неприводим над полем вР(д). Заменив в соотношении (6) х на х^֊р 
л—1

Ч-рхЧА получим ф(х^Ч-Рх4֊*)= П (хр4-4֊-Т Следова- 
и *0.0
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п—1
тельно, согласно (3) полином П (хЧ-рЛтЗ—(«'’+₽։)’“) неприводим 

' «=0
над полем СТ(д), В дальнейшем теорема 4 доказывается аналогично 
теореме 1,

Теорема 5. Пусть (гп, 2) = 1, /(х)—неприводимый над полем 

0Л(2г) полином степени я, х* 4-х=/?(х)(то(1/(х)) и 'Ь(х) = У Фих«, 
«=о

где 6Ц—нетривиальное решение сравнения 
п
У Ф«(/?(х))'/=0(тоб/(х)).
//==0

Тогда полином ф(х) степени п, а также и полином ф(х*4֊х-}-1) 
степени 4/г неприводимы над полем СТ(2Г).

Теорема 5 доказывается аналогично теореме 4.
Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
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1Г. Կ. ԿՅՈհՐնՂՅԱՆ

Վարշամով ի տեդադրման օպերատորները Գալուաւ 
կիրառությունը

դաշտում և նրանց

իալուայի դաշտ երի վր ա բազմ անդամների վերլուծելիության արտակարգ 
ինքնուրույն > ե տաքրրրութ յուն ներկայացնող պրոբլեմր կարևոր դեր է կա֊ 
տարում ժամանակակից տեխնիկայում։ Աշխատանքում դիտարկվում են մի 
շարր օպերատորներ, որոնց որոշման տիրույթր' Դալուալի Օ՜՚(ց) Դա2~ 
տ ի ց վերցված գործակիցներով բազմանդամներ են։

Աշխատանքում ապացուցված են մի շարք թեորեմներ, որոնք հնա­
ցա որոլթ/ուն են տալիս ան վե ր ած ե լի բազմանդամներ կա ոո լց ե / բացահայտ 
տեսքով Գալուայի կամայական դաշտի վրա։ (՝ացի այդ, տրվում է Գալուայի 
^0) դաշտի վրա րս րձր աստիճանների անվերածելի բազմանդամների

կա ոուցմ սւն եղանակներ։
Թևորեմ» Դիցուք ց՜՚^2, /(X)—-Я-րդ աստիճանի պրիմիտիվ բազ­

մանդամ ե Գալուայի ТЛ(^) դաշտի վրա, 3 և Հ կամայական տարրեր են 
դաշտից, այնպե«, որ թվ֊-^Օ, Л(х) =/[(^+7 )^փ1 ] Л*(х) = Х'А( 1/х) 

Այդ դեպքում
Л(х) = (х-т?/((х-7)֊1(х^ + ?))(А*(х-7))֊1

Ո(ցո—1 ) ֊րդ աստինանի բազմանդամն անվերածելի ե ՇԲ(ց) դաշտի վր
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