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1°. Пусть П—правая полуплоскость, ^(П) —множество всех ана
литических в П функций. Предположим, что <р монотонно растущая, 
неотрицательная функция на (0, 4֊о©). Символом Ар (0<р<^-}-оо) 
обозначим пространство

Л'ЧЛДО): 11/11'р= ( 1Я01₽ехр(-т(|Е|))}дтг(0<+оо,
<г И '

где /?/,— плоская мера Лебега.
Пусть далее Я“=Л? = {/6^(П):/еС(П), |/(г)| ■ ехр(-?(|г|)) -֊►

-0(|г|-+оо), |1ЛЬ,;=5ир{|/(г)|ехр(--|(|2|))}.
г€П

М. М. Джрбашяном в работе (]) была найдена полная характе
ристика тех % для которых множество всех многочленов всюду 
плотно в пространствах А| и А^, А именно, им была доказана

Теорема А. Пусть © монотонно растущая, неотрицатель
ная функция на (0, Тоо). Предположим, что [ ос(£-»ос).

Тогда следующие утверждения равносильны:
1 ) множество 3 всюду плотно в пространстве А$\

Аналогичное утверждение справедливо и в случае пространства 
В первой части этой заметки мы распространим теорему А на 

случай где 0<р<^Ч֊оо. При этом отметим, что основная идея до- 
казательства теоремы А о сведении вопроса полноты к изучению 
проблемы Ватсона сохраняется и при 1<у7<^--|֊ос.

Во второй части мы изучаем вопросы полноты рациональных 
функций в весовых пространствах аналитических в мпогосвязном кру
ге функций.

2 . Справедливо следующее утверждение:
Теорема 1. Пусть у—монотонная, неотрицательная функ

ции на (0, 4сх>), и предположим, что /<р'(ОТ Доо, (/->֊|-оо). Тогда 
следующие утверждения эквивалентны-.

1) система полиномов полна в пространстве А?* при некото
ром
152



2) система полиномов полна в пространствах А^ при всех 
0<р<4-оо;

3) р_Е)л=+оо.

Замечание. Отметим, что если вместо полноты многочленов 

------ , Иег/г<0, 6=1,2....... в прос- 
2— 2к) 1

транствах то условие полноты существенно зависит от р (см. (2)).
Доказательство теоремы опирается на следующие вспомогатель-

рассматривать полноту системы

ные утверждения.
Пусть I) — единичный круг

г=/(те) —--------- дробно-линеиное

на комплексной плоскости и 

отображение I) на П. Предпо

ложим /Ь7£(П). Тогда функция

Следовательно, £(а’) допускает в О разложение /Дте)— X
и

Поэтому между функциями /£«#(П) и последовательностями 
к г -----

, Нту |а*| = 1 осуществляется взаимно-однозначное соответствие. 
1г-*ч

Отображение /—»{&а}0 обозначим через В(/).
Лемма 1. Пусть Ф —линейный непрерывный функционал на

Ар, 0<у?<Д оо и {ак}^ тогда имеет место следующее пред
ставление

ф(/) — Нт V я*Ф 
р՜*1-0 А- -0

Лемма 2. Пусть ^^Р^Р^Л՜00 11 ехр{— <р(/)}б//<фоо. Тог-

да Ар1^_Ару и имеет место оценка
11/ИДр.«С(р1, /?а, <р)||/ц АРп /€ а*

<Р <р

Лемма 3. Пусть 0<^<Н֊оо, 0<7< — и ДДС Тогда дли про

извольного е>0 справедливо неравенство

1 |/(г)|2(Кег)4/"ехр]-(г 4 —՝)®(|г|(14֊г))1/тг(.г)։£
./ I \ Р / I
II

С(Г, /011/Илд || ехр(—։<р(г))й?г.

Наметим 
| 3)=>2). Пусть

ход доказательства теоремы 1. Сначала приведем 
и Ф—линейный непрерывный функционал
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на Ар,. Положим /^(г)=------ , Кег^>0, Кегех^О. Тогда с использование
т г—ш

ем условия 3) устанавливается, что Л(зд;) = Ф(/и,)=0, НеиУ<Х). Исходя 
из этого получаем, что Ф(/)з0 для любой /£.7/(П), ||/||<х=^1. Учи
тывая лемму 1, получаем, что Ф(/) = 0, У/£Ар. При 0<р^1 исполь
зуется плотность Д|Г|Д^ в пространстве Ар.

Импликация 1)=£3) при помощи лемм 2, 3 сводится к топ же 
импликации при р--=2. 2)=>1) очевидно.

3.° Пусть ^ = 0, Пусть 0<р,<1֊|гф и предположим, что 
|г—С/КЪ/, /=2, ..., п не пересекаются. Обозначим Ь,={гр!): |г—

п
^>р4, / = 2, /?}, и положим (1— р [)/.

/=л
Пусть .7Г(О’)—множество всех голоморфных в в функций, б/(г)— 

расстояние от точки до границы с/Сг. Введем также обозначение:

Д,(0)=| /t<^(G): |/(z)|=0( expf <р
d{z} ) /’

d(z)—>0

Определение. Функция /М?(Сг), /(г)у=0, г^С называется 
слабообратимой в АДО), если существует последовательность рацио
нальных функций, полюсы которых принадлежат СО и 11т<2л/=1, 

причем сходимость имеет место в пространстве ДДО).
Нетрудно заметить, что слабая обратимость функций / в 

эквивалентна полноте системы рациональных функций в весовом
пространстве

: UU=||/ •
<р

Имеет место следующее утверждение:
Теорема 2. Пусть и <р2 положительные возрастающие 

функции на (0, -фо©). Предположим также, кто выполнены еле-
дующие условия:

/-+* log(£)
при некоторых а, ₽£(0, 1) справедлива

оценка

ty^t—1) монотонно в окрестности 4՜°° w

idt

Тогда каждая функция /<гАч№), слабо обратима в
ДуДО). Отметим, что в случае, когда в совпадает с единичным кру
гом, аналог теоремы 2 доказан в (3).

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса
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Ի. Մ. ԴԵՎՈՐԴՅԱՆ

Անալիտիկ ֆունկցիաների
մ ոտ ար կո ս1'նե ր ի և pm ||

կշոափն տարածություններում թացմանրլամային 
հակացարձելիութ յան մի (՛անի հարցերի մասին

'Ւիցուր <£֊?/ մոնոտոն աճորլ ֆունկցի и աո անցրի '/ք*1"
(<P(0)>0), Ւս11 ПЛ, աջ կիսահարի/ուքժքուն է։ Նշանակենք А^ (0<Լ

1 \~ոլւք անալի տի/ք ա ft ք ֆ nt նկք/Ւ աների ШШրածութլունր ֆ որոնց Համար

H/Lp= |/(*)|^Wm։(z)<+eO1 
f J и

ււրաևղ /7^2(г)֊р 1,երեգի մակե րև и ա լին չափն էւ
I 1В I® Я 14® է ՝ * .* ■ ■ ա ' * • 9Հողվածում ստացված են А(> ( 0<ՀյԱ <-[-ՕՕ ) տարած ութ լոէննե րում

րացմ անդամնե րի у րիվութլան անհրաժեշտ և բավարար պալմաններէ

Л ИТЕРАТУРА-ԳՐԱԿԱՆՈԻԹՅՈԻՆ

1 М. М. Джрбашян, ДАН СССР, т. 4 (XVI), № 6 (1954). 2 Ф. А. Шамоян, Изв. 
АН АрмССР, Математика, т. 8, № 6 (1978). 3 //. К. Никольский, Труды МИАН 
СССР им. В. А. Стеклова, т. 120 (1974).


