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О кратной полноте для одного дифференциального пучка, 
порожденного смешанной краевой задачей

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 25/У1 1986)

В единичном круге с центром в начале координат рассма
тривается следующая смешанная однородная краевая задача на соб
ственные значения:

т . д2и , д*и , /п-- -В 2/֊ — — О, (I)
оуа дхду

-=0 
дп д'.՝„

где Д—двумерный оператор Лапласа, единичная окружность, а а 
и 3 действительные числа, относительно которых предполагается, что

а8+₽։==1, (П
Задача (I), (II) в случае а =51, р=:0 ранее рассмотрена в работе (т), 
где путем построения рекуррентных формул доказано существование 
полной системы полиномиальных собственных функций в комплекс- 

о о
ном соболевском гильбертовом пространстве Н=А¥(,1)(О0)®А¥(21)(О0). В 
настоящей заметке устанавливается двукратная полнота системы по
линомиальных собственных функций задачи (I), (II) в гильбертовом 
пространстве Н.

В комплексных переменных задача (I)» (II) принимает вид

д2и 
дг*

д*и 
дгдг +|հ(') ’ = °.о г2

(П**)

(2)

Обозначим систему полиномиальных решений задачи (I), (II) в случае 
а=], р = 0, существование которых установлено в (1), через

тдДг', г), (/г—1, 2, ...), (3)

которые соответствуют собственным значениям (я=1,2...). Заме
тим, что система (3) в соболевском пространстве ^^(йо) является 
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двукратно полной в смысле М, В, Келдыша (2), Функции из (3) 
имеют вид

г)=?т( г+111(лп։)г)-+-^(^-4֊М^)-г)»
(т- 1, 2, ..,),

П 9П —

где <рт(0=5 С^*, <.“2
*=0

(4)

(5)

Фт(-։)= У г=2+11,(Х„)г. (6)
»=Р

Ищем собственные функции задачи (I), (II) в виде 

и^г< г) = ф-п(г+н։('՝т)г) + »‘т(г+|ч()֊„,)г), (7)

где Фт(«). 4‘т(т)—полиномы, с неопределенными коэффициентами, 
степени лп;

пт пт

фвю=2 чт)<*;*-0 " (8)

Потребуем, 
отношению;

чтобы функция г) удовлетворяла следующему со

дп (9)

Из (4), (7) будем иметь

аФт(О+?«Фт(О+«Чгт(т)+₽т'Г'(г)=<Рт(/)Ч-Фт(т). (10)

Отсюда относительно неизвестных функций Фт(Т) и 4’„,(1) можно на
писать следующую систему равенств:

тФ„(0+^Фт(/)=М0.
аТт(т)+^Фт(т)^т(т).

(И) 
(12)

Подставляя выражения (5), (6), (8) в систему (11)—(12) обыкновен
ных дифференциальных уравнений, получим

1га^Чк К (13)
П ГП

г V (№№ ' 3/ 
к О

пт
‘=У

к -.0

(14)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях £ и будем 
иметь

2.а^ + г^а(^=с(.т\
К 9^

0> • « • , Г91 •

(15)ГаЬ^ -г Г̂ Ь(^

Отсюда находим

-^0, т • (16)

Таким образом, доказана следующая лемма; 
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Лемма 1. Если а/3==—/е, А — 1,2, 3, ..то каждой собствен
ной функции задачи (I), (II) (при а=Л, ?=0) соответствует поли- 
номиальная собственная функция задачи (I), (II) с тем же собст
венным значением.

Таким образом, при выполнении условий
(Ь=1, 2, ,,.) (1П

нами доказано существование бесконечной системы полиномиальных 
собственных функций задачи (I), (II). Обозначим эту систему через

Р'п։, т( т~ 1 (18)
Теорема 1. Система полиномиальных собственных функций 

(18) задачи (I), (II) образует двукратно полную систему в гиль- 
о 

бертовом пространстве
Доказательству этой теоремы предпошлем одну вспомогатель

ную лемму. Обозначим через ф множество всех полиномов от г, г. 
Оператор й действует в согласно формуле

дг дг
р£ЗС

Легко видеть, что если
_ /V __
г)=У а^г', 

/ч-/=о

(19)

(20)

_ и
то Ср(х, г)=2 [а+р(/+./)]а/-7г/2^.

/4 /=0

Лемма 2. При выполнении условий (17) оператор й отобра
жает многообразие полиномов Ф на себя одно-однозначно.

Доказательство. Очевидно, что О отображает в 
Пусть р(г, г) произвольный полином из Рассмотрим новый поли
ном

/V 62/у
(21)

Легко проверить, 

Пусть теперь

ЧТО

Ср(г, г) = 0.

(22)

(23)
л՛

Тогда 1а + ?и‘+/)]^;^у = 0

Отсюда следует

В силу (17) имеем 
казана.

Следствие

/V. (24)
Лемма до-

1. Из доказанной леммы следует существование
обратного оператора отображающего на согласно
формуле

а /у
1+/ о Iя

(25)
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Доказательство теоремы 1. Как показано в работе (*), сис
тема векторов *

(26)

образует полную систему в ортогональной сумме гильбертовых прос
транств 

о о
Н= ^<О(Я0)^ф(Яо). (27)

Согласно лемме 1 каждой собственной функции г՝кт задачи (I), (II) 
(при а=1, Р = 0) соответствует собственная функция и>.т задачи (I), 
(II), так что

= (28)
а А / ОН/

Положим 6/л/п— (. Л ) = ( )= тц . (29)

Пусть ‘сС'^Н —произвольная вектор-функция с полиномиальными ком
понентами

(30)

где р и ц произвольные полиномы от г, г. Тогда очевидно, что Сш^ хч —
£Н. Но, как показано в работе (2), вектор-функцию (7те)(г, г) можно 
представить в виде конечной линейной комбинации собственных век- 
торов соответствующих задаче (I), (II) (при а=1, ? = 0):

бда-Уат?Хт = /^7га7'х'" \ (31)

т
Из (29) и (31) имеем

6^ = ^тСи>т =0 С>Утихт ). (32)
гп т

В силу существования (лемма 2) обратного оператора 67՜1, из (32)
заключаем

(33)
т

Но поскольку, как это показано в работе (3), множество полино
миальных векторов вида (30) всюду плотно в гильбертовом прос
транстве Н, то теорема доказана.

Замечание. В случае я=֊0, 3=1, т. е. в случае задачи Ней
мана для уравнения (1), оператор С принимает вид

ди 
йг

Си = г

Этот оператор на пространстве всех полиномов не имеет обратно
го С՜1. В этом случае оператор в՜1 можно применить на тех и 
только тех полиномах, которые обращаются в нуль в начале коор- 
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динат. Поэтому с помощью вышеприведенной процедуры можно пос
троить те собственные функции задачи Неймана, которые соответ
ствуют тем собственным функциям задачи Дирихле (1), (II) (при <х= 
= 1, Р=0), которые обращаются в нуль при 2=0.

Таким образом, построенная система полиномиальных собствен
ных функций задачи Неймана не образует двукратно полную систе- 

и
му в гильбертовом пространстве \¥</)(Ф0).
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Դ. Վ. ՎԻՐԱԿԱՆ, Դ. Ա. ՍԱՐԳՍՑԱՆ

Խապւ Լւլրափհ |и1лГ|г|>(| ծնւ|ած մի ւ|իֆեгեն<յ|
յ» 111 (| I| Ա1 Ա|Ա11Ո մասին

ԼԼշիւատ անքում (I), (II) համասեռ ե դրա լին սպեկտրալ իւնդրի հաւէար, 
երբ 0 տիրուլթը միավոր շրջանն է, ապացուցված է բա դմ անդամ ա լին սե~

0
փական ֆունկցիաների համակարդի կրկնապատիկ լր իվու քժ լո ւն ր № կոմպ

լեքս սորոչևլան-հիչրերտլան սւարածութ լան մեգւ
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