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Об одном бесконечномерном обобщении теоремы 
Борсука о неограниченной компоненте

(Пррдстаэлепп чл.-корр АН Армянской ССР Р А. Алексацдряном 27/VI 1986)

В статье приводится одно бесконечномерное обобщение теоремы 
Борсука р) о неограниченности компоненты точки дополнения 
замкнутого и ограниченного множества XZZRn. Эта классическая 
теорема несправедлива в бесконечномерном случае в классе всех не- 
прерывных отображений. Вместе с тем оказывается (теорема 3), что 
теорема Борсука остается верной и в вещественном сепарабельном 
гильбертовом пространстве Н, если только рассматривать так назы
ваемые /^֊отображения, принадлежащие одному допустимому классу 
Ко непрерывных отображений подмножеств пространства Н.

Определение и ряд основных свойств класса /Со приведены в (2), 
Определение. Семейство /(^-отображений ft:X—>Y, 

называется /С0-гомотопеей, если определенное формулой F(t, х)= 
отображение F цилиндра ГхХ в Y является /^-отображени

ем.
Ниже через 5 обозначена единичная сфера гильбертова прос

транства Н.
Лемма 1. Пусть А и X —произвольные подмножества прос

транства Н, причем А(~Х՝ и пусть f: А—>5—произвольное KQ-omo- 
брожение. Тогда существуют открытое в X подмножество UT)A 
и К^-отображение f* : являющееся продолжением f.

Лемма 2. Пусть A^XciH, причем А замкнуто в X. Пусть, 
далее, М=0ХXjJ/ХД. Тогда, всякое К Q-отображение (в гильбер
товом пространстве H*=RXH) F:M S может быть продол-

1

жено до К^-отображения F-.JXX-+S.
Теорема 1. Пусть AFLXZLH, причем. А замкнуто в X. 

Пусть, далее, f: Х-S—произвольное К^-отображение, g,: А~» S час
тичная К ^-гомотопия отображения /. Тогда гомотопию gt мож
но продолжить до К^-гомотопии ft: X—S отображения f.

Будем называть /С0֊отображение f'.X—S /^-несущественным, 
есля оно /<0-гомотопно некоторому постоянному отображению мно
жества՝^ в сферу S.

Замечание 1. Отметим, что тождественное отображение ids • 
: S—S является К0-существенным (3), хотя оно является несущест
венным в классе всех непрерывных отображений.

Следствие 1. Пусть А'ТХС-Н, причем А замкнуто в X.
112



Тогда любое К^-несущественное отображениеА —3 можно про
должить до К^-несу шественного отображения

Пусть теперь X— произвольное замкнутое и ограниченное пол
множество пространства Н и пусть С^Н\Х, Для каждой точки 
определим отображение р.ч\Х-+Зх положив

*֊*р 
к ֊֊ %11

Так как отображение рх* представимо в виде композиции двух 
/(^•отображений, то оно также будет /(^отображением.

Теорема 2. Пусть X—замкнутое и ограниченное подмно
жество И, а 0 = Н\Х. Тогда точки х0 и х} множества 0 принад
лежат одной и той же компоненте множества С/ в том и толь
ко том случае, когда отображения рХо, рХ}: X—>5 К^-гомотопны

Следствие 2. Если замкнутое и ограниченное подмножест
во X пространства Н обладает тем свойством, что всякое 
К ^-отображение /\Х->3 является К^-несущественным, то мно
жество X не разбивает пространство Н, т. е. Н\Х связно.

Теорема 3. Пусть X—замкнутое и ограниченное подмно
жество пространства Н и О = Н\Х. Точка х0£О принадлежит 
неограниченной компоненте множества 6 в том и только том 

х—х0 Аслучае, когда определенное формулой рХо(х) = -------- -  отображениеII «К—Хо,|
Рх*: Х—>3 К^-несущественно.

Следствие 3. Пусть 3*—единичная сфера. гильбертова прос
транства Н^ — Р'ХН и пусть Хс 3* —замкнутое подмножестве» 
для которого всякое К^-отображение множества X в сферу 8 яв
ляется К^-несущественным. Тогда X не разбивает сферу 3*.

Замечание 2. Отметим, что не только утверждение теоремы 
3 (как уже отмечалось выше), но и утверждение теоремы 2 не име
ют места в пространстве Н R классе всех непрерывных отображений. 
В самом деле, в этом классе сфера 5 стягиваема по себе в точку, и 
потому любое непрерывное отображение множества х в 5 несущест
венно, в частности, отображение рХп-X- 8 несущественно для любой 
точки х0(Н\Х. Далее, если и хо = О, то рХо—1бЗ и рХк несу
щественно, хотя точка 0 принадлежит ограниченной компоненте мно
жества /У\5.
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է. Ա. ՍԻՐԶԱԽԱՆՅԱՆ
Անսահմանափակ կոմպոնենտի վերաբերյալ Ւևյրսուկե թեորեմի 

մփ անվերդ չափանե բնւլհանրացման մ՛ասին

էվկլիդյան տարածության փակ ե սահմ անափակ X բազմության X
(րարման կետի կոմպոնենտի անսահմանափակության մասին մորսուկի
կլասիկ թեորեմը //ազարում է ճիշտ հփչբերտյան տարգյծությունումւ
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Սակայն պարզվում է, որ այդ թեորեմր մնում Լ ճիշտ իրական սեպա֊

րարել Հիլբերտյան Ւ[ տարածության Համար, եթե միայն դիտարկվեն 
Н տարածության են թ ա ր ա զմ ութ յունն եր ի անրնղՀատ արտապատկերումների 
ւ> ի թույլատրելի դասին պատկանող ա ր տ ա պ ա տ կ ե ր ո ւմն ե ր ր ։
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