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Пусть /Э-область в конечной комплексной плоскости С с непус
той границей дП в расширенной плоскости, О*—О^{оо}—ее одно
точечная компактификация и Е— замкнутое в 7) подмножество об
ласти 7). Из результате < работ С՛2) следуют необходимые и доста
точные условия на Е, при которых любую непрерывную на Е и гар
моническую внутри функцию можно с любой точностью аппроксими
ровать равномерно на Е гармоническими в Е) функциями. Ниже мы 
будем рассматривать аппроксимации на множествах, вообще говоря, 
не удовлетворяющих упомянутым необходимым условиям.

Будем говорить, что множество Е достижимо из области V, ес
ли существует такой жорданов путь т : [0, 1) — У, что ?('((/), Л)-*0 
при /֊♦ 1 0, где р—сферическое расстояние.

Обозначим через Нп'Е} класс функций, равномерно на Е ап
проксимируемых с люб< й точностью гармоническими в D функция
ми.

Имеет место
Теорема 1. Пусть Ец—0. Следующие утверждения эквива

лентны: *
1) если ф(С(Е) ограничена, то ф(Д!п(Е)\
2) существует такая функция ՝Д:С((О, 1|), >^>0, >(/) I 4-оо, при 

/ . 0. что если ф£С(Е> удовлетворяет неравенству >(р(г,
д!)}), то /ьН[)(Е)\

3) (I) если У — область, дУ(СЕ<Сд!) и дИ не достижима из 
У, то УУЕ-^0; (//) для произвольного компакта КС О сущест- 
вует такой компакт К<С.И, что для любой области V', с грани
цей оУ Е■ }Киз которой д/) не достижимо, выполняется 
либо У^Е'У'К, либо (1/\ К}\\Е—0

Пусть Вп, /2 = 1,2,..., компактное исчерпание области X), Оп— 
объединение тех компонент множества И \ (Е[} Вп), из которых дЕ) 
не достижимо, но которые лннепно связаны с дЕ> вне Е'^В,^ (л=1, 
2..........во-=0).

Следующее утверждение характеризует функции, аппроксими
руемые на множествах с пустой внутренностью, удовлетворяющих 
условиям (37) и (3//1 теоремы 1.

Теорема 2. Пусть Е, Е°—0, удовлетворяет условию 3) 
теоремы 1. Для того чтобы функция }^С(Е) принадлежала 
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Но(Е), необходимо и достаточно, чтобы при любом и ком
пактном Е^ЕВ

$ир| : ге^поя!<+о©,
»0„\вп

где с1\1г—гармоническая мера на границе открытого множества 
вп и Т^вп.

Пусть А(/?) обозначает класс непрерывных на Е и аналитичес
ких на Л'1 функций. .1. А. Рубелем в 1976 г. была поставлена задача 
описания подмножеств области Ее. В, обладающих свойством (см. (3)) 
(R)' Для любой /^А(Е) существует аналитическая в В функция g 
такая, что если {гл}с£, то ^(гл)-*ос тогда и только тогда, когда 
/(гл)^оо. Множества, обладающие свойством (/?), будем называть 
рубелевыми в В.

Согласно известной теореме Н. У. Аракеляна о приближении ана
литическими функциями (4), достаточным условием рубелевости 
является связность и локальная связность множества В*\Е.

В работе (3) М. Гольдстейном построен пример рубелевого мио՜ 
жества в С, с локально несвязным дополнением в С. Им же сов
местно с П. М. Готье и В. Хенгартнером получено следующее необ
ходимое условие:

(♦) Для любого компакта К существует такой компакт К, что 
для любой ограниченной области У, с границей о Ис IП/<, выполня
ется либо либо (У\К)рЕ= 0.

В той ясе работе высказана гипотеза о том, что условие (*) яв
ляется также и достаточным для рубелевости множества Е в С.

Следующее утверждение содержит решение задачи Л. А. Ру
беля для плоскости, когда Е"—0.

Теорема 3. Для рубелевости в С замкнутого множества Е, 
А°^0, необходимо и достаточно одновременное выполнение усло
вий:

1) существует компакт К такой, что для произвольной об
ласти Р, из которой {сю} не достижима и дУЕЕЕ выполня
ется Ур\ЕЕЕК\

2) для произвольного компакта К существует такой ком
пакт К, что какова бы ни была область 1/, из которой {оо} не 
достижима и дУ ~Е выполняется либо УаЕ ]К, либо
(У\К)РЕ~0,

Это утверждение доказывается с помощью теоремы 1.
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Ա. Լ. ՆԵՐՍԻՍՅԱՆ
Հարմոնիկ մոսւավււրռւթյուն և I,. Ա. (հուքելի մ|ւ խնպրհ լուծում՚լ)

Նկարագրված են Հարթ է) տիրույթի առանց ներքին կետերի Հարաբե
րական փակ ը ենթաբազմությունները, որոնց 4.Րա անրնդհատ և սաՀմա-

105



նափակ ֆունկցի ան կարելի է ցանկացած ճշտությամբ հավասարաչափ £.~ի 
ղրա մոտարկել թ)֊ում հարմոնիկ ֆուն կցի ան ե րո վ։ Պարգվում Լ, որ ա յ դ - 
աիսի բ ա գմ ութ յոլնն ե ր ի վրա հավասարաչափ մոտարկւԼում են նաե այն 

քէՇ(Շ) ֆունկցիաները, որոնք ԺՕ~ի մոտ աճում են ոչ ավելի քան որո-
շ ա կ ի արագությամբ։ Մոտարկվող ֆունկցիաները նկարագրվում են հարմո-

նիկ չափերի օգնությամբ։
Նշված արդյունքների կիրառումը թ ո ւ յ լ է տալիս հ արթությսւն դեպքում 

լիովին նկարագրել առանց ներքին կետերի ռոլբելյան բ ա ւլմ ո ւթ յ ո լնն ե րր ։
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