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Как известно, для всякого простого р и натурального числа 5
существует с точностью до изоморфизма единственное поле Галуа Рч 
порядка а — тР.

Проблема синтеза неприводимых над полем Галуа Ра полиномов 
заданной степени в явном виде является одной из важных и трудных 
проблем современной алгебры. Основа теории неприводимости зало- 
ложена в работах Е. Артина, Л. Диксона, О. Оре, А. Альберта, Р Р. 
Варшамова и др. Отметим, что наибольший вклад в решение данной 
проблемы внес Р. Р. Варшамов, получивший ряд фундаментальных 
результатов в области синтеза неприводимых полиномов. В частности, 
он рассмотрел общий подход к построению неприводимых над основ­
ным полем Р(1 полиномов заданной степени в явном виде- Настоящая 
работа, посвященная построению неприводимых над полем Ра поли­
номов, возникла на основе идей, изложенных в работе (’). В ней пред­
лагается конструктивный метод построения неприводимых полиномов, 
сложность которого меньше ранее известных методов. Помимо этого 
впервые проводится метод построения неприводимых самодвойствен­
ных полиномов над конечным полем нечетной характеристики.

В работе рассматриваются только нормированные полиномы, т. е. 
полиномы, старший коэффициент которых равен единице.

л
Теорема 1. Луспгл 9>2,/(х)= V произвольный непри-

и—О
водимый над полем Рц полином степени п и а порядок эл. о = 

1)^^! ?де а,— свободный член полинома Дх), Г>1 — такое це­
лое число, что все его простые делители р{ явля юте я также де­

лителями числа а — П^’^։ и \. Положим так-
/-0 п

же, что / / 0(тос14), если (р -— 1(пюс1 4). Тогда /։(х\= V аихи‘ неприво- 
и = 0

димый над полем Р(/ полином степени пЛ и принадлежит показа­
телю где е—показатель полинома /(х).

Л, о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ?—произвольный корень полинома 
в некотором расширении поля Ртогда я» я9, а</» • •я9 образуют 
совокупность всех корней /(х), которые имеют порядок е. По теоре­
ме Виетта



a 4/-i = ( — 1)"б7п = о, (1)

nn— Iпоэтому e\ ֊----- , значит, qn—l = где •/Рг,
q— 1

= ••• • P,1'» 1, r). *i\*։ (/>/, Л4)- I, o=p;«pj> • ... • /;“r/V,
<7-1 k_

(pi, /V)=l, —1. С другой стороны, согласно (1) В л։ =-a^։A1 ==

= 1, но это равенство невозможно, так как ——- . Таким образом,
К

qn—\=eM, где (М, /М=1. Отсюда, согласно работе (2), если t удов­
летворяет условиям теоремы, то полином ft(x) степени nt неприво­
дим над полем Fq и принадлежит показателю et. Теорема доказана.

п
Следствие 1. Пусть <?>2, f(x) — V аихи— произвольный не- 

и -О
приводимый над полем Fq полином степени п. о = ( — 1)пл0 являет­
ся примитивным элементом, поля Fq, t>\—такое целое число, 
что все его простые делители являются также делителями чис­
ла q—\. Положим также, что /уО(тосН), если qn=— l(mod 4).

п
Тогда /,(х)-^аих’11 неприводимый над полем Fq полином 

и =0
степени nt и принадлежит показателю et, где е — показатель по­
линома f(x).

Лемма 1. Пусть q^>2 — нечетное число, f(x) — произвольный 
неприводимый над полем Fq полином степени п, а0—свободный 
член полинома f(x), з—порядок элемента о — ( — 1)ла0=/=1, k—прос­
тое число. Тогда корень з. полинома f(x) не может быть пред­
ставлен в виде k-ой степени ни одного из элементов поля F п, 
если 3 = kmN, (£,/V) = l, но km+x\q— 1.

Доказательство. Из доказательства теоремы 1 следует, что 
qn—\ = eM, где показатель полинома /(х) и k\e, (k, /И) —1. Пусть 
3—некоторый примитивный элемент поля Л „, тогда, как известно, 

qn । е М
а = Зе, так что е= —---------- = ■----------- , а это значит, что k]v. С

(v, q՛'—1) (v, еМ)
другой стороны, если а=9л, где то а = (р')л=ргЛ, где 0 =
следовательно Pr*~v=l. Отсюда вытекает, что rk=(qn—-\)u-\-vt а это 
невозможно, так как k\v. Лемма доказана.

Элемент ^Fq будем называть квадратом, если можно указать 
такой элемент '^Fq, что — и неквадратом в противном случае.

Следствие 2. Пусть q^>2—нечетное число, f(x) — произволь­
ный неприводимый над полем Fq полином степени п, а0—свободный 
член полинома f(x), з—порядок эл. с«( —1)ли0^1, тогда корень з. 
полинома f(x) не является квадратом поля F1/П, если 3—2mN, 2\N, 
но 2,mJrX>q— 1.

Лемма 2. Пусть f(x) произвольный неприводимый над полем 
/ ■ Л| / \

Fq полином степени п, g(x)—ih(x)= у — ar у huxa \ неприво-
\(/«ж0 /
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димый над полем / полином, где йи принадлежат Л, и /(7.)= 
-0.

не будет разлагаться в поле

над
Доказательство. Учитывая неприводимость полинома 
полем А7, имеем над полем А „ соотношение 

л-1
/(х) = П (А--<Н.

и — 0 (2)

Заменив в соотношении (2)

(2) на (Л(х))п, получим:

. , £(х)л на -—- и умножив обе части А(х)

л —1
П (^(Х)֊а«“й(х)).
и=0

/ (/(х) \
Согласно (3) (Л(х))«Д^_± неприводим над полем А 

\Л(л)/ Лемма

доказана.
Теорема 2. Пусть д>2 нечетное число, /(х) —произвольный

неприводимый над полем Гц полином степени
извольные элементы поля Гц, такие что с^О.

/2, и а, Ь, с, д-про- 
Тогда полином

не будет 
является

разлагаться над полем-
квадратом

ас—2г/ф-2о
в поле

..Л ас

если 
а 

2д-2ь >

д2—с1са с2Ь = 82=/=О 
среди элементов

\ с2 / \ с2 ;
является квадратом в поле Г(/.

Доказательство. Пусть а—корень /(х),

=Г 0 лить один не

т. е. /(я) 0. Тогда,

заменив в формуле (2) х на

получим

—Ь- СЬХ Ь-——-—-— и умножив обе части (2) на

л-1
= П (х2—(са^11 — а)х-\-Ь—с№и).

и=0
Дискриминант многочлена х2—(са—а)х±Ь—£?я согласно теореме 

Суона (4) определяется формулой О(х~—(га—а)х-\-Ь—да) — (са—а)2— 
—4(Ь — да) = с2а2֊|֊2(2^ —с^)я-|-а2 — 4Ь.

Учитывая, что д2 —дса+с2Ь=Ъ2 является квадратом в поле Гц, 
имеем А2-|-2(2^—са)а-Га2—-с2 Л - ~\

если /(х) неприводим над Г(/, то полиномы х֊{-

Учитывая, что д'1 степень нечетного простого числа, по теореме 
Штикельбергера (4) квадратный многочлен неприводим над полем 

цП, если его дискриминант есть неквадрат в . 1егко понять, что 
ас— 2(1-\-2м\ ------------- I и 

с2 /
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со свободными членами / — 2^4-25
\ ~с2

■ ас—2(1—28 \ ас—2^+28----------------- ) и с корнями а-------------------
Ч С2 / С2

ас—2(1—28 и а--------------------- соот­

ветственно будут также неприводимы над полем Рч. Учитывая, что
ас—2б/4 28

„2
ас—2д—28

не является квадратом в поле А</э нетрудно убедиться, что согласно

и

о

2

=Н=0 лишь один

следствию 2 ас—2д-]-2ьлишь один из элементов а— -------- 1— ас —2(1—28 и а— --------------2
не является квадратом в поле Л ,։, что в свою очередь устанавлива­
ет неприводимость полинома х2 — (са—а)х-^֊ Ь — сП над полем А п, Те-

V

2 следует неприводимость полинома (сх 4-перь из леммы

над полем Л,. Теорема доказана.

Рассмотрим случай, когда 6=1, с=1, д = 0 и, следовательно, 
а2—с/са 1-с2Ь= I.

/х2т ах-4-1 \Тогда полином А(х) = хп/(------ ------- \ степени 2/Г>0 при любой

нкции /(X) Дей-является самодвойственным полиномом (см. (’)).

вА(х).
Для этого случая из теоремы 2 получим следующее следствие.
Следствие 3. Пусть д>2—нечетное число, /(х) —произволь­

ный неприводимый над полем Рц полином степени п, а—произ­
вольный элемент поля Рц, тогда самодвойственный полином Р(х) =

неприводим над полем Рч, если из элементов

( — 1 )п/(а -}-2)^0 и I — 1)л/(а —2)у=0 лишь один не является квадра­
том в поле Рч.

Теорема 3. Пусть <£>2—нечетное число, /(х) — произволь­
ный неприводимый над полем Р({ полином степени п, 8 и 7—про­
извольные элементы поля Рч. Тогда полином А(х) =/(х24՜ ^+'4 не

будет разлагаться над полем А7, не являет­

ся квадратом в поле Р(1.
Доказательство. Пусть а—корень /(х). Заменив в формуле 

(2) х на х24֊8х4֊7, получим
п — 1 

/(хг+гх+7)= п (х։+8х4--г-я«“). 
//=0

Дискриминант многочлена х24-8х-г7—а согласно (4) определяет 
/ 4 7 — о2 \ся формулой /)(х24-8х-|-7—а) = 82—474-4а = 4( а------------- ).
\ 4 /
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л х . ^2
х-}֊ "4—/

х Л 4т—'-2 \ 4у—со свободным членом /(—։-------) и корнем а------- 1------ будет не-
\ 4 / 4

(л "*2 \
—։-------। не являет-

4 /
ся квадратом в поле нетрудно убедиться, что согласно следствию 2 

4т-о2 га — -—-  будет неквадратом в поле г/Л, что в свою очередь ус­

танавливает неприводимость полинома л24-ох-]֊•,'— а над полем Рп. 
Теперь из работы (3) следует неприводимость полинома /(х2 4՜Т 7) 
над полем Л,.

Теорема доказана
Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 

чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамову за полезные советы 
в процессе работы над статьей.

Вычислительный центр Академии наук
Армянской ССР и Ереванского государ­
ственного университета

1Г. >ւ. »ւՑ111՚ՐԵՂՅԱՆ

Վերք Ա1վ ՈՐ րյ ա ) ւո ե г 11 ւ|րա 
անվերածելի

I աո ակ ուս ափն ձ 
բադ մ ա ն 11 ա մ ն ե ր ի սի ն р ե դ բ

ևավ>ո]սություններլւ

//.շխատսւնքում ասյսւցւււցված են մի շարք թեորեմներ, որոնք հնարավո֊

րոլթյուն են տալիս անվերածելի բաղմանդամն եր կառուցել բացահայտ տես֊

Գ ալո ւա յի կամայական դաշտի վրա։
Թևորեմ 1. Դիցուք կենտ թիվ к, /(Х)-р Я-րդ աստինանի տն-

վերածելի բազմանդամ к Ւհ Դալ 
յական տարրեր են Դալուայի Рд դաշտիդ այնպես, пр Այդ դեպքում

անվերածելի к Рд դաշտի

4рш, եթե Ժ2—с1са-\-С~Ь այսինքն քաււակուսային տարր к դաշ-

ас—2Ժ-+-2Ճ
շ

տարրերից նիշտ 
դաշտում:

միայն մեկն к նանդիսանում ոչ քաււակուսային տարր Гц

Թեորեմ 2. Դիցուք <7>2 կենտ թիվ к. /(х)-р Д-րդ ասւոինտնի ան-
վերածելի բազմանդամ՛ к Р(/ Դալուայի դաշտի վրա է իսկ ե к Հ — կամայա֊

դամը անվերածելի к Ւ'հ դաշտի վրա, ո նանդիսանում

к ոչ քաււակուսային տարր Лд դաշտում:
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