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линейно-отделимых подмножеств

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 2/1V 1986)

Работа состоит из двух частей. В первой части (п. 1.2) устанавли­
вается одно общее утверждение о «типичных» значениях характеристик 
дискретных объектов, что применяется для характеризации набора 
активностей аргументов у почти всех функций алгебры логики. Во 
второй части доказывается необходимое и достаточное условие линей­
ной отделимости подмножества в конечном множестве, что исполь­
зуется для установления различных верхних оценок числа таких под­
множеств в зависимости от характера исходного конечного множества.

1.1. Пусть для каждого п. имеется совокупность объектов = 
={?ЦЛ), дм՝ л ^(л) где некоторая, стремящаяся к сю при /г֊> 
—>о©, целочисленная функция от натуральной переменной п (напри­
мер, я-вершинные графы, функции /(хг х2, ..., хп) ^-значной логики 
и т. д.). Часто рассматривается некоторое свойство Р, которым объ­
екты из Л(л) могут обладать пли не обладать, и возникает вопрос о 
нахождении числа <оп(Р) объектов из Д(л), обладающих свойством Р. 
Причем в роли Р могут выступать как качественные, так и коли­
чественные характеристики объектов из /V") (например, гамильтоно- 
вость для графов, длины дизъюнктивных нормальных форм для 
функций двузначной логики и т. д.).

Однако вычисление точного значения функции ?П(Р) не всегда 
оказывается возможным, и тогда возникают задачи либо об оценке 
значения функции ?Л(Р), либо же о нахождении для него асимпто­
тической формулы. Если Р представляет количественные характеристи­
ки, то возникает также задача о нахождении «типичных» значений 
этих характеристик. Нередко на помощь в таких ситуациях приходят 
вероятностные методы (см., например, (12)).

Говорят, что почти все объекты из Д(л) обладают свойством Р, 
если ’=1. Тогда говорят также, что свойство Р „типично11

я-*х> Ф(я) 
для объектов из

Пусть /(х1։ х2, ..х„) произвольная функция двузначной логи­
ки (3). Число • 2[/Й©/^ Н называется активностью сово-

7 а€£Я
купности аргументов {х<։, а\։, .. х,-*} относительно функции /, где 

—{0, 1 '7 = /, . . .» 1 • • •» ^։* • ՛ •» ’ • • •* К
61



а*= 1—х, а — сложение по модулю два. Очевидно, каждой функ­
ции /(хр х2, ..., хп) двузначной логики можно сопоставить набор ак­
тивностей всех непустых совокупностей аргументов из {хр х,, ..., хл}. 
Число последних —2Л—1.

Активность о։/1'*"1’....... ''^выражает меру существенности выбран­
ной совокупности аргументов относительно рассматриваемой функции 
и представляет определенный практический интерес. К ее использова­
нию приводят различные задачи помехоустойчивости, повышения на­
дежности и диагностики логических схем (45), задачи определения 
меры важности совокупности столбцов бинарных таблиц (например, 
в задачах классификации объектов с бинарными признаками) (6) и 
т. д.

Если Рр Р2, ..., Р,г конечная совокупность свойств, при каждом 
из которых известно, что почти все объекты из А(л) им обладают, то 
легко устанавливается, что тог ла почти все объекты из А(л) одновре­
менно обладают всеми свойствами Р1У Р2, ..., Рк. В пункте 2 дока­
зывается аналогичное утверждение для одного случая, когда объек­
там из А(л) сопоставлены наборы числовых характеристик и число 
свойств (относительно этих характеристик) стремится к бесконечности 
с ростом п. Утверждение используется для характеризации набора 
активностей аргументов у почти всех функций алгебры логики.

Пусть также А —произвольное множество точек //-мерного эв­
клидова пространства Рп. Подмножество А0^А называется линейно­
отделимым в А, если существует гиперплоскость, отделяющая точки 
из Ао от точек А\А0.

К оценкам полного числа линейно-отделимых подмножеств п- 
мерного единичного куба Еп (пороговых функций) посвящены рабо­
ты (7՜13). В пункте 2 приводится одно необходимое и достаточное 
условие линейной отделимости подмножества произвольного конечно­
го множества, что используется для установления различных верх­
них оценок как для полного числа таких подмножеств, так и для 
числа таких подмножеств, имеющих фиксированную мощность. При 
рассмотрении частного случая —вопроса оценки полного числа линей­
но-отделимых подмножеств в Епу они дают известную оценку из 
С՜12).

1.2. В общем случае относительно множества объектов А(л) бу­
дем предполагать следующее:

а) каждому объекту А<Л)£А(Л) сопоставлен некоторый (числовой) 
_ . (п) , (л) . (л) . (Л)вектор т = (шлш (и^л/ , .. иИт ), компонентами которого являются ?(л)

определенные характеристики объекта А{£\ где ^(п) известная неу­
бывающая целочисленная функция. Тем самым множество А(л) раз­
бивается на классы эквивалентностей — объекты А{л) и А^ из А(л) 

считаются эквивалентными тогда и топько тогда, когда ьглл։^и' т։.
л(п) , .

б) каждая случайная величина для данных п и г (над 
множеством элементарных событий А(л)) имеет конечные математичес­
кое ожидание М((п) и дисперсию О((п).

62



Для многих исследований, а также для данной работы важное
значение имеет известное неравенство Чебышева (14).

Лемма 1 (неравенство Чебышева). Пусть ;—произвольная 
лучайная величина, имеющая конечные математическое ожида- 
ние /И; и дисперсию Dt. Тогда 

венство Р||£ — М;|>а] < — , где 
а2

для любого а^>0 справедливо нера- 

!\С) —вероятность наступления со­

бытия С.
Прямым следствием леммы I является следующее утверждение.
А гверждение. Пусть С'(/г)-»ос при и / — произвольный 

фиксированный номер. Тогда почти для всех объектов из А^ выпол­
няется неравенство

|0)дгп _ Dt(n) • 6(д) . (П

Как уже было сказано в пункте 1.1, данное утверждение оста­
нется верным, если вместо неравенства (1) рассматривать одновре­
менное выполнение аналогичных неравенств для произвольного ко­
нечного числа номеров /2, ..//г. Следующее утверждение приме­
нимо к случаям, когда число таких номеров стремится к оо при 
п—СЮ.

Лемма 2. Пусть 0(п)- сю при п-мх> и П(п) = тахЩ/;). Тогда 
I

почти для всех объектов из А^ одновременно выполняются нера­
венства

|а>/лт)—D(ll) • <?(п) • 6(/г), /=1, <f(n) (2)
Доказательство. Пусть Qt(n) есть доля объектов А<”) из 

Д(л) таких, что Л4/(/г)|^=/ О(п) • <р(л) • 8(д). Из леммы 1 сле­

дует, что Qt(n)^--------  . Следовательно, имеем О(п) —
D(n) • <f>(/z) • 6(д)

= maxQ/(/z)^------ ?------ . Если теперь О0(//)—доля объектов ДМ из
f у(п) • В(п)

А(п> таких, у которых в найдется хотя бы одна компонента оД*, 

что |<ил/(«1—М,(/г)|^/ О(п) • ?(п) • 6(я), то, очевидно, будем иметь 
®(м) ]

Q0(/z)<V Qf(n)^<f(n) • Q(n) ------ . Последнее же неравенство дока-
(S1 6(л)

зывает лемму.
Для произвольной функции /(хр х2, ..хл) двузначной логики

и для произвольного подмножества обозначим

«*2Л՜1 . шАлз-л>...... *л>. Число 2 • л4(՝|,Л'։.....*л) представляет количество 

всех вершин таких, что /(а)=/=_Л'(а).
Теорема 1. Пусть для каждого п имеется способ порождения 

системы. #(/?) подмножеств из {1,л} и пусть $(я)-><ю при п-~<зо. 
Тогда почти для всех функций /(хх, х2, ..хп) двузначной логики 
одновременно выполняются неравенства
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............................... 2«-з . |$(Л)| . е(л)> *(££(«), 
«/ (3)

где \Х\—мощность множества X.
Доказательство. Пусть /Vя) множество ункций двузначной1

I

логики от переменных х2, ..хп. Заметим, что по каждому мно­
жеству ^ = {/Р/2, ..4л}с={1, л} множество Еп можно разбить на два 
подмножества таким образом, чтобы для любого (ар а2, ..ап)^Еп из 
одного подмножества вершина (ар ..а/р .. ., а//;, ..., аЛ) принадле­
жала другому подмножеству. 

После такого представления легко убедиться, что вероятность 
того, что а/(Л։ Л'։......*л) =р, будет 22"՜1 • (2я՜՜1) • 2-2я = 2֊2я_1 . (2я֊1),

• / 7^ р

. 2Л —1
Далее имеем А4(л^Л|*՝г лл)) = 2-֊я՜ . у (2я՜1) • р= (после неслож- 

^=0 "

ных преобразовании) =2" Л4[(г/^՝1-Г։.... л֊я))2] 2~֊п՜ • у (2"-1)-/г=:
•' р

= (после аналогичных преобразований)^ — [2?(Я~1)4-2Я՜1];
4

— М |(а7' ։- 4..... 'я

Таким образом, для А(п> выполняются условия а), б) и, следова­
тельно, условие (2) леммы 2. Последние же, при |§(п)|=ср(д), экви­
валентны выполнению условий (3). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть для §(/?.) из теоремы имеет место |§(л)|= 
—о(2я). Тогда для почти всех функций двузначной логики активнос­

ти всех совокупностей аргументов из §(л) асимптотически равны 

—. В частности, для любого фиксированного натурального к актив­

ности всех совокупностей из не более к аргументов у почти всех 

функций двузначной логики асимптотически равны —.

2. Здесь будут рассматриваться только конечные множества.
Пусть в л-мерном эвклидовом пространстве зафиксировано мно­

жество точек Д. Подмножество ЛосзД называется линейно-отдели­
мым в А, если существует гиперплоскость алх. 1 а2х2-\- Аапхп-=Ь 
(или, по-другому, а • х=6), отделяющая подмножества До и Д\Д0,

т. е. если а • х—Ь>(\ ести х£Аа
а • х—если х£Д\Д0.

Положим <рдо(х)=- 1, если х£Ао
— 1, если х£Д\До- Тогда нетрудно

ся, что подмножество Дос^Д будет линейно-отделимым в
убедить- 
А тогда

и только тогда, когда система

(а • х—Ь) • <?л0(-*) = |а ՛ Х~Ь\ для всех х£А

имеет решение (а\ Ь)=(а1, а2, ..., ап\ Ь).
Преобразование этой системы, частный случай которого был рас­

смотрен в (15), а именно—сложение всех ее уравнений и покоординат- 
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ные группировки в левой части полученного, приводит к следующему 
утверждению.

Теорема 2. Подмножество А^А линейно-отделимо в Д 
тогда и только тогда, когда уравнение

п / \2(2 х‘~2 *■•)• аЖИ|-2 • Ио|) • Ь^у\ \а • х—Ь\1—։ х^Ло
имеет решение (а՝уЬ) такое, что а • х—Ь^О при любом х^А.

Следствие 2. Для любого подмножества А^А вектор □л» = 
= (2 Л1» X х2, .... V Хп՝, |Д0|) полностью и однозначно определяет 

-^€Ао Д'€Ао
линейную отделимость подмножества До в А.

Таким образом, произвольная верхняя оценка для числа векто­
ров типа £24° в А будет и верхней оценкой для полного числа ли­
нейно-отделимых подмножеств в А. Разумеется, вид такой оценки 
будет строго зависеть от характера множества А. Рассмотрим неко­
торые частные случаи.

Пусть А есть /г-мерная целочисленная решетка {(х1։ х2, ..., хл)/ 
х։£{0, 1}, 1 = 1, п} и Пд(п, р)~число линейно-отделимых в А под­
множеств мощности р. Тогда прямая покоординатная оценка числа 
всевозможных векторов типа приводит к следующему утвержде­
нию.

п
Теорема 3. д(п, р)< П \р • (£/—1)4-1 ]- 

/=1
Следствие 3. Ме"(п, р) <(/?+1)".

Л,֊1
Пусть также тг= V (/ . П = * ^2 ' • • • * 41 и Мд (я)

/=1 гл/
обозначает полное число линейно-отделимых подмножеств в ^-мер­
ной целочисленной решетке А. Тогда имеет место

Теорема 4. !\1д(пХт0 • тг • т2 • ... • та.
Несколько более тонкий подсчет числа возможных векторов 

приводит к известной оценке (9՜12).
Следствие 4. 1^п№<$п* при л^2.
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Р. Ե. ԹՈՐՈՍՅԱՆ

Տրամաբանական ֆունկցիաների արզումենաների ակտիվությունների К
զծաւնորեն— թաժանե|]ւ ենթաբազմությունների քանակի զնանաաումների

^nir^p

Աշխատանքը բաղկացած / երկու մասից։ Առաջին մասում , ավան ակ ա
նային մեթոդների կիրաոմտմբ Հաստատվում է մի րնդ ՝ անուր պնդում դիսկ֊ 
րետ օբյեկտների բնութագրիչների «տիպիկ» արմերն երի մասին այն դեպքի 
համար, երբ բնութագրիչների քանակը ձգտում է անվերջության։ Պնդումն օգ֊ 
՛ուս գործվում է տրամաբանության հանրահաշվի համարյա բոլոր ֆունկցիա֊ 
ների արգումենտների ակտիվությունների ՝ավաքածուի բնութագրման Տար֊
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ցում։ Երկրորդ մասում ապացուցվում I, ՒՎկլիդյան ւո արածության կամայա­
կան վերջավոր բազմությունում ենթաբազմության զծայնորեն— բաժանելի լի­
նելու մի անհրաժեշտ և բավարար պայման, որն օգտազործվում Լ գծալնո- 
ր են— բաժ անելի ենթ ա ր սւ զմ ո ւթ յո ւնն ե րի բանակի տարրեր վերին զնսւհատա- 
կանների ստացման հարցերում' կախված դիտարկվող վերջավոր բազմության 
բնույթից։
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