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Классическая теорема Лузина—Данжуа гласит, что если триго
нометрический ряд абсолютно сходится на некотором множестве по- 

со
ложительной меры, т. е. V |алсоз/м:+£л51ппл|</зо, при х^Е, |2Г|^>0 

л=1
(через |£*| мы обозначаем лебеговскую меру множества Е), то

ОО2 |а„|+|6„|<оо. 
л=1

Пусть произвольная монотонно возрастающая последова
тельность натуральных чисел. Обозначим через А(л) следующее 

п,—1
выражение: А/(х)= у атСоьтхЬт§[ппгх, /=1,2... . (считаем 

/Л=Л/_]
^0 = 1) •

Определение. Будем говорить, что тригонометрическая сис
тема обладает обобщенным /^-свойством относительно подпоследова-

ос

тельности {лл}£°=1, если из условия у |Л/-(х)|<^оо; х£Е, |£|}>0, сле- 
/-1

дует, что |ал|4֊]6л|<оо.

В работе (2) доказано, что если последовательность 
удовлетворяет условию

п^х—п^С (^=1,2,...), (1)
©о

где С—абсолютная постоянная, то из условия V |Д/(х)|<^оо, х £ Е\ 
/-1

Се

| £|>о, следует, что У |«л|+рл|<оо.
л=1

Иначе говоря условие (1) является достаточным, чтобы триго
нометрическая система обладала обобщенным ^-свойством.

В статье (2) приведен пример некоторой последовательности 
{п*}*=1, которая удовлетворяет условию /гл = О(£4), и построен триго-

со

неметрический ряд такой, что V |Д/(л)|</х> п. в. на [0, 2^], однако



Оказывается, что этот пример можно значительно усилить. А 
именно, справедлива следующая

Теорема 1. Пусть 6] произвольная ортонор-
мированная система, а {лл}*=1 произвольная возрастающая после
довательность натуральных чисел, удовлетворяющая условию

Нт (п^—пь) = Н-оо.
»ос

(2)

Тогда существует ряд

У ап'?п(х) 
л==1

такой, что
«/֊ 1

О-т® т(х) <^оо п. в. на | а, д],
/л =л/_1

<Х)
но V |а,|= Ч֊ос.

1=1
Доказательство. Так как выполняется условие (2), то най 

дется такая возрастающая последовательность натуральных чисел 
что п ,т+\-п, т>2т, (7П = 1,2, ...).

Положим

(3)

ОО

и рассмотрим ряд

П= 1 (4)

Имеем, по неравенству Коши—Буняковского,

ОС
ь

Л=1
а^,(х) с1х 2

(5)

о

• V Ь — а =

Учитывая (3), будем иметь

2Л слагаемых
Так как ряд в правой части последнего равенства сходится, то

ь

учитывая (5), получим V I 
л=х 

а

а^1(х) дх <Ъо.
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Отсюда, пи теореме Леви, следует, что 

в. на (я, £]. А по построению СЦ имеем

2п слагаемых
Таким образом из этой теоремы следует, что условие (1) является 

необходимым и достаточным, чтобы тригонометрическая система об
ладала обобщенным £)-свойством относительно подпоследователэ- 
ности

В связи с теоремой 1 возникает следующий вопрос: может ли 
существовать тригонометрический ряд, который удовлетворяет утвер
ждению этой теоремы независимо от выбора последовательности 

удовлетворяющей условию (2)? (Этот вопрос был поставлен 
А. А. Талаляном).

Следующая теорема дает отрицательный ответ на этот вопрос. 
Теорема 2. Пусть некоторый тригонометрический ряд 

пг
V апсозпх֊]֊ЬпЗ\ппх (5)
п—1 

удовлетворяет следующему условию: 
для любой последовательности натуральных чисел 

удовлетворяющей условию (2), существует некоторое множество 
£({лл}) положительной меры (множество Е зависит от последо
вательности {пь}% }) такое, что

2|Д,(х)|<оо при х£Е. 
/-1

Тогда
2 Щ +|*л|<ОО. 
л = 1

Доказательство. Мы будем использовать следующую лемму 
из совместной работы С. Б. Стечкина и П. Л. Ульянова (').

Лемма 1.5. Пусть £С7[0, 2՜]— измеримое множество меры |А՝| = 
= |а>0, /г —натуральное число, г^=1, д^Л —действительные числа и 
Т(х)— тригонометрический многочлен следующего вида:

Х+п
Т(х) = V (алсоз/?х+6л81п£л:).

Тогда для всех Л/^0 справедливо неравенство
« Л1д''(0,2я)^^'(Л’ Н) ’ ПЛ Щ(ЕУ

Здесь, как обычно, под нормой понимается 

(7^1 )•

(6)

число ||/||д»(£) =

Заметим также, что постоянная С(я,р) зависит только от „длн-
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ны“ п многочлена Т(х) и от меры множества Е. С(п, возрастает 
с убыванием р.

Переходя к доказательству теоремы 2, предположим, что ее 
сс 

утверждение неверно, т. е. у = оо.
п=\

Выберем натуральное число пг настолько большим, чтобы
Згп / 1 \
V |а„|+|/>„|>3 ■ С(3, -М

5 м=1 \ О /

Сгруппируем члены ряда (5) до номера З/тг по 3 члена в каж
дой группе:

Л1,(^)+Л2’)(х)+ ... +Г<;>, где
3 Зт

Т\'’>(х) = У]а,со5։л-+/>,8|1пх; . .Т\'^= V а,со8։х+6,51пгл. 
/=1 / —Зл/ —2

Так как У |«л|-Е|^/г| = +<х>, то можно выбрать настолько 
Д=3т+1 

3/н-г4/ / 1 \
большое натуральное число /, чтобы у |ял|+|^лС> 4 * 4 4,— )• (6х) 

\ 4 /
Сгруппируем члены ряда (5) с номера Зпг-■(֊ 1 до номера 3/?г-|֊4/ 

по 4 члена в каждой группе:
Г'5’ (х) Н Т^(х) + ... + Т? (х), где

Згп | 4
7'<2)(х) = V Л/СО8/Л-|֊^81П1Х,

I —-Зт 4-1

3/л-{4/
7}2)(х)у а<С08*х4֊£/81шх.

/= Зт +11-3

Этот процесс продолжим до бесконечности. 
По условию теоремы, ряд

т*)Н֊ ... 4-|^>(х)|-г|Гр(х)|Т ... +|7у)(х)|+ ...
сходится на некотором множестве Е положительной меры. По теоре
ме Егорова, найдется множество Е~Е, |^|>0, такое, что ряд (7) на 
множестве Е сходится равномерно. Следовательно,

7'6)(Х)|6/Х+ |Т(2>(х)|</х-Н..+ |7р(х)|^т

(8)
Применим лемму 1.5 для г —2 и <7=1 для многочлена Т(р(х), 

который по построению содержит 5-|-2 членов.
||Г</’1к.(0,г.)<С(5+2. Н)Ц7у>|к,(5). (9)

#+$+2
Пусть ЛЭ(х)= у а/гсо5&х-Нбд.81п#х.

7 А’=лг
Тогда, учитывая, что

ПУ>(х)||£,(о,2л) = I/ 2՛ >

неравенство (9) можно переписать следующим образом:
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Л’+-5+2

ь=м

Заметим также, что

Окончательно будем иметь
_______ 1_______

(5+2)С(л’+2, |А|)
Л -|-2

У |Я/г|+|^|-
/г-Л’

Из построения многочленов Тр(х) следует, что
Л 4-54*2 / 1
У 1մ*1+1^*1>(տ4՜2) • ф+2.-----
л=лг \ 5 4՜ 2

Очевидно, что для достаточно больших значений 5 С( $+2,

1 >С($+2, |Л'|), следовательно, для этих значений 5 будем иметь

| |ТО(х)|</х>1,
Л

что противоречит сходимости ряда (8).
Полученное противоречие доказывает теорему 2.
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Ռ. 1!.. ԱՎԵՏԻՍՑԱՆ, Ս. 1Г. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ

и անկ յունաչափական շարքեր]։ р նդհ ան րա ց ված Լ)- հատկության
մասին

Հ.ո դվածում ապացուցված են հետևյալ 2 թեորեմները.
1. եթե {Пь} բնական թվերի հաղորդականությունը բավարարում I, 

2) *4 այ մանին, սաթս ցանկացած օր թո նոր մալ սիստեմ о 4 տված չէ ընդհան
րացված 1Э- հատկությամբ այդ հաղորդականության նկատմամբ:

ЬрЬ որևէ եոանկյունաչափական շար!’ ցանկացած ընդթսյնվոդ ]սըմ-
բերու| բացարօակ դուդամետ I, որևէ դրական չափի բազմության վրա (բազ- 
մությունը կախված I, իւ մ բ ե ր 11 ց), աւդա այն բացարձակ դուդամես։ I, ամենու
րեք:
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