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О специальных контурах направленных графов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 2/Ш 1986)

В настоящей работе рассматриваются конечные орграфы 
без петель и кратных дуг. Все понятия и обозначения, не опреде
ляемые здесь, можно найти в (1). В работе (*)  доказано, что если 
орграф С/ удовлетворяет достаточному условию гамильтоновости 
Нэш-Вильямса (3), или Гуйя-Ури (4), или Вудала (5), то О содержит 
неполный гамильтоновый контур, т. е. контур, который получается

* Как обычно, [а] обозначает наибольшее целое, не большее а.

из гамильтонового контура после переориентации одной дуги. Через 
D(p, д) = [хгх2 .. лл', • • • Ур~ лхл] обозначим р-вершинный оргра4п
с множеством вершин {xlt х?, .. . хп, у1։ у2, ..., ур_л} и множеством 
дуг {XjVp ур_лхл}и{х/Х/+|/1^’</г—1} }{yiyi+\]\^i^p—п— 1}. где 2< 
~<rv^p, т. е. орграф Г)(р, п) получается из ^-вершинного гамильто
нового контура после переориентации п—\ последовательных дуг. В 
частности D(p. 2) есть неполный гамильтоновый контур. В (6) дока
зано, что любой р-вершинный (р>10) направленный граф с мини
мальными полустепенями, не меньшими [(/? — 2)/2]х, является панци
клическим, т. е. содержит контур любой длины к (З^к^р). Автором 
настоящей работы было доказано, что такие направленные графы (при 

а также орграфы, которые удовлетворяют достаточному ус
ловию гамильтоновости Мейнила (7), содержат неполные гамильтоно- 
вые контуры (эти результаты представлены к опубликованию). В 
настоящей работе доказывается, что любой /^-вершинный (р>10) на
правленный граф с минимальными полустепенями, не меньшими 
[(р—2)/2], содержит орграф £)(р, 3).

Пусть 6 есть орграф с множеством вершин V и множеством 
дуг Е. Пусть А, В^У и х£У. Обозначим

E(A->B) = {yz£E/y£A, ^В}- Е(А, В) = Е(A->B)L)E(B-+A)-
I(x)~{y£V/yx£E}i O(x)~{y£V/xy£E}.

Запись А~^В означает, что если у£А и х£В, то уг£Е. Через Р(х) 
обозначим количество вершин, отличных от х, которые не смежны 
с вершиной х. В этих обозначениях, если А = {х} или £ = {х}, то 
вместо {х} напишем х. Е(х, у) = 0 означает, что вершины х и у не 
смежны между собой, а (7—орграф, обратный к орграфу (7, т. е. О
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получается из G после переориентации каждой дуги. Через Ck обоз
начается контур длины /?, а через [ш, п | множество целых чисел, не 
меньших т и не больших п. Если С1{=хух2 ... хцХ^ то всюду индек- 
сы вершин контура Ск берутся по mod (&)» т. е. xk+i^=xi. Запись 
DQ.G означает, что орграф D является подорграфом орграфа G, а 
А-^В^С означает, что А^В и В~ХС.

Теорема. Пусть G есть р-вершинный (р >10) направленный 
граф с минимальными полустепенями не меньшими [(р—2)12\ = п— 
— 1. Тогда G содержит орграф D(p,3).

Доказательство. Пусть V множество вершин орграфа G, а 
£—множество его дуг. Заметим, что для любой вершины х имеет 
место £(х)^2. Если A^V и |Л|>«4-2, то для любой вершины у([Д 
имеют место Е(у-֊>А)^= 0 и Е(А — у)#=0. По ((() (теорема 2), G содер- 
ЖИТ контур ДЛИНЫ р— 1. Пусть Ср I “ Л\х2 . . . Хр |Xj — произвольный 
контур длины р—\ в орграфе G и вершина у не принадлежит этому 
контуру.

Предположим, что G не содержит D(p. 3). Тогда для любого
—1] имеет место

Легко заметить, что для любого к£[\,р—1] имеют место утвержде
ния 1°—4°.

1°. Если хА+2} или {хЛ_2, х*}=:у,  то х^х^^Е.
2°. Если ухи, Хь-ъу^Е или х^у, ухЛ+2^£, то хк+\Хь-\$Е.
3°. Если Хь_ху, ухк^Е, то хкхп+-^Е и х^Хц^Е.
4 . Если ХЛ_2у, ухь^Е, то |Е(хЛ+2֊>хЛ_1)|+|£’(хЛ_1->лЛ4-1)|<1.
Рассмотрим следующие возможные случаи.
Случай 1. /(у)Н*г х2.......
Очевидно, что Е(у,хр 1)=0. Нетрудно убедиться, что Е(хгп, 

у)=И=0. Действительно, в случае Е(хт> у)— 0 имеет место О(у)^ 
= {хгп+1, Хт+2, ..., Хр-2}. Поэтому, пользуясь утверждениями Г и 2 , 
получим Е(хт, {хт-2, хш+2})-=0. Значит, так как Е(у, хт) ~ 0, то 
?(хт)^3, что невозможно. Из Е(хт, у)=£0 следует, что ухт£Е. Те
перь, пользуясь утверждениями 1’ — 3\ получим, что

Е(ХГц—2 >{Xffif

(2)
Докажем, что

— Е(Хт—। — 0.

(3)
Доказательство (3). Предположим, что (3) неверно, т. е. 

для некоторого /£{р—1}и[1,/и—5] имеет место Х1Хт-\^Е. Тогда 
очевидно, что для любого £\т,р~2\ имеет место |Е(х,п_2֊>ху+1)|4- 
4-1£( у -. Отсюда и из Е(хт^2->{хт^ Х/и}) = 0 получим, что 
ХгЛ_2д:{х1, х2, ..., Хги-Д. Следовательно, для любого /£[1,тп—5] име
ет место |£(х/_1֊>хлп_1)| 4-|£(хт_1->Х/)|^1.

Поэтому из Х/Хт^^Е, ?(х„։_1)<2 и (2) следует, что вершина 
хт-\ смежна со всеми вершинами хт, хт+и ..., хр_2 и хт~\Хт+\£Е. 
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Поэтому из утверждения Г следует, что ухда+2^Е. Значит £(у, 
хШ42) = 0 и ух/п+1^Е. Следовательно, из утверждения 3° вытекает, 
что хт_1Хш 42^/2', т. е. хт+2Хгп-\£Е, а это противоречит утверждению 
4°. Итак, равенство (3) доказано.

Из (2) и2>(3)7получим, что
{Хт+2) '^т4~3» • • •» Хр_2}^Х/п_1. (4)

Отсюда и из утверждения 4° имеем, что Поэтому, по
(2) и (3), Е(хт_], Хщ^. 1) — 0 и

Хщ—{Хр— 1, Х1։ Л|, . . ., Хт֊4}. (5)
Из (4) и (5) имеем, что хтхП1^Е и, значит, по (2), Е(Хт. хт^2 )= 0.

Пусть х„1+1Хт-2^Е. Тогда из (4) следует, что
Е^Хгп >{Х^43, •^т-}-4» • • • , Хр_ 1}) — 0, (6)

Из (6) и Е(хт֊->{у, хот-], х/7։_2}) = 0 вытекает, что хот=*{х да+2, х1։ 
х։, ..., хт_3}. Поэтому, так как для некоторого ^[^Т"3, р—2] имеет 
место ух^Е, то, по (4), имеем 3) = [хтх„,+։хш_2; хшх^+2...
... Х|_1ХГ7։_1у х/Х։-+1 ... хр-1Х1х2 ... хт_2], что является противоречив 
ем.

Пусть теперь хт^\Х1П^Е. Тогда из (2) следует, что
{хт_2, х/п_|}) = 0. (7)

Кроме того, по (4), имеем, что для любого — 2, /п-}֊2| имеет 
место

>'^/п4-1)|Н-|^(Хт41-+Х<4-1)|^1.
Отсюда и из (7) получим, что

(У> Хр Х^-, . . ., Хт_.з|2^Х/п412^{Х/л_}-з, Х^44, . . ., Хр—1}. (8)
Далее очевидно, что Е(хт՝ хт_3) = 0, поскольку в противном случае 
из (4), (8) и утверждения 3° следует, что хтхт_3£Е и О(р, 3) = [хш+1 
Хщ-\-2Хгп_ 1; х/п_|_]Хя։+з . . . хт_4ухгпх,п_зХ,п—2х/7։_] |. Из Е(хт, {■Хгп—2» Хщ~з})—■ 
= 0 имеем, что х^х^зСТ: или хгп+3Хт^Е. Поэтому, по (4) и (8),

3) — [*£/и4-2Х/п —1У; Хт 43X^1 Хт41X^44 . . , Х/п_2у ] или Е)\рУ 3) =
= [х/Л41Хт+2х„14з; хш+1Х/л+4 ... хт_\ухтхп нз|, что невозможно. Итак, 
случай 1 рассмотрен.

Случай 2. О(у) ={хх, х2, ..., хт_։}.
Этот случай сводится к случаю 1 (для этого нужно рассмотреть 

д).
Случаи 3. /(у) — { Хр л 2, •.., х*,  х^ _|_а 41, х^4-а^ 2, ..., 1 О(у) =

= {х^4], Х*|. 2, . . ., Хд-| а— I, Х^4/41, Х^4/42, . . .,Хр_2} И £(у, [Хр_], Х^_|_а})г= 
— 0, где а^2, /—и р—2^/г-}-/֊|֊ 1.

Можем предположить, что Л>2, иначе вместо вершины хр_1 
рассмотрим вершину хк^а.

Подслучай 3.1. у^{хр_г, хр_3} и {хр_4, хр_з}2*х д_1.
Нетрудно убедиться, что

Е(х^ {хр_3, хр_2}) = 0. (9)
Отсюда вытекает, что хр-\х£_Е, так как в случае хр-\Х£Е для кон
тура хр_1Х2х3... ХлухЛ+1... хр_2Хр_1 и для вершины X! не имеет 
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место неравенство (1). Если х2хр^Е, то, по (9) и неравенству (1), 
для контура хр-2хр^\х1х2 ... хкухк ц ... х/;_3 имеет место случай 1. 
Поэтому предположим, что х2хр-2£Е. Пусть х3х£Е. Тогда из (9) 
следует существование такого /£|3, р—5], что х(х1У х-рс^^Е, и, зна
чит, О(р, 3)^0. Пусть теперь ХзХ^. Тогда из (9) имеем, что 
£Е и /Э(/7, 3) = [х2ух/?_з; х2хр^2хр^{х1х3 ... Хр-з], что невозможно.

Подслучай 3.2. у=:{(хр_2, хр_3} и |^({Хр_4, Хр_3)֊*х р_1)|^1. 
Можем предположить, что

(Ю)

так как иначе в орграфе О имеем подслучай 3.1.
Предположим, что хр-3хр_у^Е. Тогда Хр_4хр__1^£, и так как не 

существует такое *Е[1,р —3], что Х/Хр_1, Хр-уХ^&Е, то из (10) имеем, 
что хр-]Хр^Е. Отсюда вытекает, что £(хр лЛ_2) = 0. Поэтому пред
положим, что х2хр_2£Е (иначе придем к случаю 1). Отсюда очевид
но, что ух3£Е. Так как не существует такое д£[1,р—3], что х^Хр-у, 
хр-1Х1+1^£, то хР_уХ2^Е или х2хр_^Е. Поэтому £)(/?, 3) = [хр_1%2хр„2; 
хр—ух^ух3х^ ... хр_2] или /9(р, 3) = [х1х2хр_1; х1ух3х4 ... хр_1], что не
возможно.

Теперь предположим, что хр-3хр-у$Е. Пользуясь вышерассмо
тренными подслучаями, предположим, что Л(хр_], хп) = 0 и

р—1-> 1ХЛ.| 1, Хд֊}֊2 » • • Хр_Зу.

Очевидно, что ухр_4, х3у£Е. Из утверждения 2° следует, что 
Х/+Л+3Х/+Л+1^£>, а из утверждения Г следует, что если х/4 Л+1х/+Л+зС 

то /4֊/?=-р—5 и И(р, 3)=|Хр-1Хр_зХр_2; хр-уххх2 ... хЛухЛ+։хЛ+2 ... 
... хр-ьхр_2\, что невозможно. Отсюда /?(хЛ+/+1, хА+г+з)~ 0. Далее, 
пользуясь (П), получим, что £'(х1, Хг+Л+1) = 0. Поэтому, так как 
Хр_1Х/+*+1е£,  то если рассмотрим контур ххх2 ... х/+йух/+Л+2Х/+* +3 ... 
. .. хр_1Хп пользуясь (1), получим, что о(1(х/+Л_|.1)<1, а это невоз
можно.

Подслучай 3.3. хр_3у^Е.
Тогда а = я—1. Поэтому, учитывая подслучай 3.1, предположим, 

что ^ = ^4-а + 4. Имеем, что {х։, х2, ..., хя_2}з>у^{хя_1, хя, ..., хр_б}. 
Следовательно, пользуясь утверждениями 1 ֊֊3 е, получим, что 
Е(хя_1—хя+2) = Е(хп-у, хл_з)=^£(Хд_4֊>хя_1)--=Л'(хя+1-*Х д_1) - 0. Отсю
да видно, что для контура х3х2 . . . хя_2уляхя+1 ... хр_ух1 имеет место 
подслучай 3.1 или 3.2.

Таким образом все возможные случаи рассмотрены. Теорема 
доказана.

Замечание. Пусть С есть направленный граф с множест
вом вершин А^и^и^з» г$е |Х| = 3 (1^4-сЗ) и Х^Х^ф (/=А/), и 
дуга ху принадлежит графу О тогда и только тогда, когда х&О 
и у£А/+1(т(Х1з). Очевидно, что О не содержит орграф И(р, 3).
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U. hl. ԴԱՐՐԻՆՑԱՆ

Ուղղորդված գրաֆների հատուկ տիսյի ցիկլերի մասին

1Լպա ցուցվում է հետևյալ պնդումը'
Թեորեմ. Դիցուք ճ֊ն կամայական ը֊դացաթանի 10)ուղղորղված 

ցրաֆ է, որի մինիմալ կիսաստինանները փոքր չեն [բ-2)/2] թվից: Ապա 
Օ-ն պարունակում է այնպիսի ցիկլ, որը ստացվում է համիլտոնյան ցիկլից

Iորղական աղեղների կողմնորոշումը շրջելուց:երկու հա
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