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Теорема Планшереля утверждает, что если /(х)£72(—оо, 4֊ос),
а

1 Րто 1.1.т.-т=-1/(0еПх^=/(х), 
а-4- с» У 2тг յ

— а
где 1.1.т. обозначает предел в смысле сходимости в £2 

а-*-}՜՜’0
имеет место формула обращения

при а

। ~ у
II —а
■ а

В частности, из того, что интегралы \/(^)еихс11 сходятся к нулю 
И —а

в метрике А2(—ос, 4-ос) при а->4֊оо, следует, что /(х)= 0 п. в. на 
(—оо, 4-оо).

Из одной теоремы А. А. Талаляна (см. (։), теорема 3) следует, 
что существует неэквивалентная нулю измеримая функция /(х), об­
ладающая тем свойством, что для любого отрезка [—с, с] и любого 
е>0 существует измеримое множество /?с[— с, с], е, на ко­
тором функции

Л(х) = 1(1)

II
к сходятся к нулю в метрике Ь2(Е) при а—>4֊ос.

В связи с этим А. А. Талаляном была поставлена следующая 
задача. Пусть функции (1) сходятся к нулю на каждом отрезке 
[—£,£| в метрике — Ь, Ь\ при Следует ли из этого, что
/(х) = 0 п. в. на (—оо, 4֊ос)?.

В этой заметке дастся положительный ответ на этот вопрос.
А именно, верна следующая
Теорема 1. Если /(0€^р1—я, л]» для некоторого при

I алюбом а>0 и 11т С /(1)е1։хсН в метрике АР[— Ьу д], на каж- 
՛ а—+л —а
I дом отрезке [—Ь, Ь], то интегралы.
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f4*)= g(u)e~iuxdu

стремятся к f(x) почти всюду и в метрике Lp\—a, л] на любом 
ограниченном отрезке [— а, а], когда а-*-]-оо.

Для доказательства теоремы нам нужна следующая
Лемма 1. Пусть функция /?(х)=/г1(х)+/Л2(х) имеет конеч­

ную вариацию на каждом отрезке [—а, а|. Если интегралы
а

eitxdF(x) (2)
— а

на множестве [ — 1, 1] сходятся в метрике LP\ — 1, 1] для некото­
рого р>0, то

lim sup |F(x4֊A) —Л(х)| = 0. (3)
/Л|<1

Доказательство. Легко видеть, что
а а ՝ а
. • г» л
I eltxdF(x)= costxd(F1(x)—F1(—x))— sin/xd(F2(x) + /?2(—x))-|-

— a 0 0

a

costxd(F2(x)—Fa( —x))-H I
о

siu/xtf(F1(x)-|-F1( — x)) =

=А(О+Л(О4^з(О+Л(О).
Из того, что интегралы (2) сходятся в метрике АД—1, 1], сле­

дует сходимость их действительной части 4(0+4(0- Будет 
сходиться также /2(— /)+/2( — /), которая равна Л(0“4(0» так как 
/Д/) —четная функция, а /2(/) —нечетная. Из этого следует, что схо­
дится /ДО- Точно так же можно 
4(0» 7=2, 3, 4. Итак, интегралы

а
^СО8/Х4/(/?1(Х) — А\(— л)), 

6

а г»
1 СО5/Л4/(^2(Х) -Л2( — X)),

О
сходятся в метрике АД — 1, 1|.

Обозначим <р(х) = Ег(х) — АД

доказать, что сходятся интегралы

а 
гЪ

I 51п/хб/(Л2(х)—ЛД—х)),
о

(4) 
а

51п/Х^(АДх)-|-А'Д—'•*))
О

х). Легко видеть, что
ь ь
г* г*
j cos/xdy(x)=c.osbt • |<р(&) — ®(a)j+/ j sin/x • (<p(x)—<f(a)]dx. 
a a

Для любого а можно найти такое b, что \b — и sup |<p(tz4֊Л)— 
l»l<i

— —|р(£)—?(я)1- Тогда



ь

а

соз/х^(х) >|соз£/| |<р(6)—?(а)| — 101
100

|?(^)— <Р(а)| |С05^/| — 101
100 (5)

Если интегралы (2) сходятся в Ьр, р>1, то сходятся и в 
Поэтому для доказательства леммы нам достаточно доказать, что из 
сходимости интегралов (2) в метрике для некоторого р<1, сле­

дует (3). Допустим, интегралы (2) сходятся в метрике 1Р

0<р^\- Тогда левая часть (5) должна сходиться к нулю в метрике 

для того же р, 0<Зж1, когда а стремится к -|-оо. Из 

этого и из того, что (см. (5))

101 Г/Л// 
юоЗ о

101
800

следует, что <р(а)[֊.՝0, когда а—>4֊оо.
Такими же методами можно доказать, что требованиям леммы 

удовлетворяют функции х) и ЛДх)-!-
-<)• Следовательно, функция Г(х) = /?1(х) + /Л2(х) удовлетворя­

ет (3). Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Легко видеть, что

?□(*) -֊= g(u)e^iuxdu — v * р • —
к

51П2 —
—֊^֊^(Х4/), (6)

51П* —

Пусть а} нуль функции на интервале ( — у, — (/+1)). 
\ а з /

И1?(^)“ ?(а)| =

1

?(£)—<р(а)

I

о

Легко видеть, что на отрезках
2~ .

а

51П2 —

функция не меняет свой знак. Тогда, интегрируя по час-

тям, получим
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2п .

■('+1|31п’ -

а]

(7)

||Р(х + а;)-5(х+5у)| + |Г(х+а/)-7?(х+ер|).

где и £* некоторые точки, соответственно, из отрезков и

. Из (7) следует, что

• ։а: 81П2 — 51п

3 а/1
2к

Sun
а

Точно так же можно получить

~2' 51П1 — ♦ ЗЯ/ 31п*—֊

2. .
Т'

зир

Учитывая (3) = 0(1), из (8), (9) получим

+°° 51П2 —

т/2

о • 81П2-
2 г 2

^(Х-*-0=Т -Т7Г-/(Х + /)^+0(1), 4к I и I (10)

за] ъ 
а

-Ч 1)

4

и

где о(1) равномерно на любом конечном отрезке. Из (10) и (6) сле­
дует утверждение теоремы 1.

Можно доказать аналог теоремы 1 для функций двух переменных.
А именно, верна следующая

Теорема 2. Пусть Дх, у)^Лр([— а, а]2), р^1, при любом а^>0 
и на каждом прямоугольнике [—ят, аг]Х[—а^ а2\

а I

11т — ( дх Г е1(ах+?^Дх, у)ду = Дау р) в метрике Ьр, р^\. (11)
»։—+<* 2՜ . )

Тогда верна следующая формула обращения:
<*1 О|

/(л, у)= — Пт С ( 1 — — V 1 — — )^(а, 
2каl-+<xJ ^ /\ о2 /

-,։ -о,

п. в. на (—оо, 4֊оо)։ и в метрике Ар([—а, а]2) на любом квадрате
|֊а,а!2.

Замечание 1. Легко видеть, что для всех функций /(^) из
классов 1<рС2» существует
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а
Игл I 6ս*ք(է)ժէ в метрике Լթ\—Ե՝ Ь\ 
д-*+°° յ 

— а

на каждом отрезке [—ծ, Ь\. (12)

Однако (12) имеет место и для других функций. Например, на 
любом отрезке [—Ь, 6] интегралы

а

е11хе։зIՈ62էմէ

—а

сходятся равномерно.
Замечание 2. Повторяя рассуждения работы 1, можно пос­

троить неэквивалентную нулю локально интегрируемую функцию /(л), 
а

для которой интегралы ( еах/(1)(Н сходятся к нулю на любом отрез- 
— а

ке [— Ь, &] в метрике Ьр\—Ь, д], р<^1.
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Դ. Գ. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ

Կամայական վերջավոր ինտերվալի վրա Լր. 
զուգամիտող Ֆուրյեի ինտեգրալների միակության

/Л>0 մետրիկայով 
վերաբեր յալ

Աշխատանքում ապա^սւ^վաձ է. 
Թեորեմ 1. Եթե կամայական <2^>0 և որևե համար ք(է)^Լբ

Լբ[—ԵէԵ\ մետրիկայի
а

—а

• I պա

?.(•*)=

ինտեզրալները համարյա ամենուրեք к ամեն մի 
ըստ Լբ\—(1՝ а] մետրիկայի ճզտում են Հ(%)-ին, 

ի շտ է թեորեմ 1֊ ի երկչտփ անալոդր։

| —Д, ճ] հատվածի վրա 
երթ а—>4՜°°-

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 А. А. Талалян, Мат. сб., т. 53 (95), № 3, с. 287—312 (1961).
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